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Resumen: El concepto de numero construible con regla y
compds naci6 en la antigua civilizacién griega con la historia de
la imposibilidad de la construccién con regla y compds de la
duplicacién del cubo, la cuadratura del circulo y la triseccién de
un 4ngulo. En este articulo se presentan las propiedades bésicas
del conjunto Fg = {z € C: z es construible} de los ntimeros
complejos  construibles. Se caracterizan los numeros
construibles y se modelan los problemas griegos cldsicos, para
probar que ellos son insolubles. Finalmente, se caracterizan los
dngulos construibles y se determinan expresiones exactas para
las funciones seno y coseno de dngulos construibles.

Palabras clave: Numeros construibles, dngulos construibles,
numeros de Fermat, nimeros algebraicos, funcién de Euler.

Abstract: The concept of constructible number with ruler and
compass was born in the ancient Greek Civilization, with the
history of the impossibility to construct with ruler and
compass the doubling of the cube, the squaring of the circle,
and the trisection of an angle. This article presents the basic
properties of the set. Foy = {z € C: z is constructible} of
constructible complex numbers. Constructible numbers are
characterized and classical Greek problems are modeled to
prove that they are unsolvable. Finally, constructible angles are
characterized, and exact expressions for the sine cosine
functions of constructible angles are determined.
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1. Introduccién

La idea de construcciones con regla y compds nacié en la antigua civilizacién griega, y consistia en la
construccién de longitudes, 4ngulos (figura formada por dos rectas que se cortan) y otras figuras geométricas;
usando solo la regla idealizada (una regla infinita con un solo ¢je y sin marcas) que nada més puede ser usada
para trazar la recta entre dos puntos, previamente, dados y el compas. El compés solo puede ser usado para
construir una circunferencia con centro dado y que pasa por un punto dado (el compds no puede ser
levantado para dibujar una circunferencia centrada en otro punto con el mismo radio de la circunferencia
previamente dada). De igual manera, dados dos puntos a una distancia 4 , la regla no puede ser usada para
marcar un punto en otra recta a una distancia d de un punto dado en esta recta (Suzuki, 2008; Dunham,
1990; Sutton, 2009).

Los matematicos de la antigua civilizacién griega descubrieron cémo construir sumas, diferencias,
productos, cocientes y raices cuadradas de longitudes dadas. Ellos también pudieron construir la mitad de un
angulo dado y poligonos regulares de 3, 4 y 5 lados. Sin embargo, a pesar de la gran habilidad de muchos
matematicos brillantes, ellos no pudieron construir un tercio de un dngulo dado, excepto en casos
particulares, ni un cuadrado con la misma drea de un circulo dado, o el poligono regular de siete (7) lados, o el
lado de un cubo cuyo volumen es el doble del volumen de un cubo dado. Se tuvo que esperar hasta los siglos
XVIII y XIX, que se desarrollara la teorfa de cuerpos, para responder estas preguntas (Trillo, 2019; Batista,
2013; Gilbert, 2002).

El objetivo de este articulo es presentar los resultados bésicos de la teoria de cuerpos, para modelar las
construcciones con regla y compas desde un punto de vista algebraico y, darles respuesta a los problemas
griegos clésicos. Finalmente, se buscarin expresiones exactas para las funciones seno y coseno de angulos
construibles con regla y compas.

2. Metodologia

Para lograr el objetivo planteado en este trabajo, se define el concepto de construccién geométrica con reglay
compis y se estudian las propiedades basicas del conjunto Fg = {z € C: z es construible}, de los niimeros

complejos construibles. Se prueba que F es un subcuerpo de C cerrado por raices cuadradas y se presentan

caracterizaciones de los numeros construibles. Posteriormente, se modelan, algebraicamente, los cuatro
problemas griegos clésicos y se prueba que estos problemas son insolubles con regla y compas. Finalmente,
después de caracterizar los dngulos construibles, se determinan expresiones exactas para las funciones seno y
coseno de angulos construibles, usando las identidades fundamentales de la trigonometria.

3. Resultados y discusiéon

Construcciones con regla y compés
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El concepto de nimero construible nace en la antigua civilizacién griega con la historia de la imposibilidad de
la construccién con regla y compis de tres problemas: la cuadratura del circulo, la duplicacién del cubo y la
triseccion de un dngulo. Junto a estos tres problemas clésicos se encuentra el problema de construir con regla

2

compas poligonos regulares (lo que equivale a construir angulos °~= radianes); aunque los griegos sabian
y g gu q q gu grieg

construir poligonos regulares con 7 lados, donde n = Zk, k€N, k=2,n=3;n=5;0nesel producto de
dos o tres de esos numeros. En 1796, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) probé que el poligono de #=17lados
es construible.

En 1837, Pierre Wantzel (1814-1848) probd algebraicamente que los problemas de la duplicacién del
cubo y la triseccién de un dngulo son imposibles de resolver con regla y compés y, ademds determiné cudles de
los poligonos regulares son construibles. Mds precisamente, Wantzel probé que el poligono regular de 7 lados
es construibles si y solo si, 7 es el producto de una potencia de dos y cualquier cantidad de nimeros de Fermat

primos diferentes (o sea de la forma®=>"*'). Finalmente, en 1882 Carl Louis Ferdinand VonLindermann

(1852-1939) probd, rigurosamente, la imposibilidad de la cuadratura delcirculo, ademds probé que [tes un
nimero trascendente (Dunham, 1990; Hartshorne,2000; Sutton, 2009; Gilbert, 2002).

En lo que sigue se identificar4 el plano euclidiano R? con el conjunto € de los nimeros complejos, con la
identificacidn z=(a+b)= a ib. Con esta identificacién, puntos en el plano son niimeros complejos y, construir
unpunto es lo mismo que construir un nimero complejo. A continuacidn, se precisa lo quesignifica construir
(con regla y compds) un punto o un nimero complejo:Construccidn de rectas y circunferencias con regla y
compas

R: Dado dos puntos o niimeros complejos diferentes z1, 23, se puede construir o trazar larecta que pasa a
través de ellos.

C: Dado un punto z; y dos puntos distintos z,, z3, se puede construir o trazar la circunferencia con centro

.r=|z:—53‘

en z1 y radio

Observacién: Aunque la regla no se puede usar para marcar distancias y el compas no puede trasladar
medidas (o sea que el compas debe cerrarse después de ser levantado del papel), dado dos puntos construibles
a una distancia 4 y una recta / con un punto construible P en /, se puede construir un punto Q en /a una
distancia d de P . También, si se puede construir una circunferencia de radio r, dado un punto construible P,
se puede construir la circunferencia de radio  centrada en P.

La interseccién de rectas y circunferencias construibles producen nuevos puntos, los cuales se llamarin
puntos construibles (con regla y compds), como sigue:

Py = El punto de interseccion de dos rectas construibles diferentes

Pj, = El o los puntos de interseccion de una recta y una circunferencia construibles Pcc = El o los puntos de
interseccién de dos circunferencias construibles diferentes.

Definicién: El punto z € C es construible si existe una sucesién finita de construcciones con regla y
compds con las condiciones (R) y (C) y puntos, Py P;;y P que comienzan con 0y 1y terminan con z. El
conjunto de los puntos construibles se denotapor: Fg = {z € C: z es construible}

En el siguiente teorema se presentan las caracteristicas algebraicas del conjunto K, de los numeros

construibles (Howie, 2006; Trillo, 2019; Batista, 2013).
Teorema 1: El Conjunto K de todos los niimeros construible es un cuerpo. Ademds,

z=a+bieK_ siysolosia,be K _,,

donde a,b € R

z=ré’ €K siysolosi r.0 € K, donde 6 estd medido en radianes

ii.

il Siz € K., entonces z,v/z € K.,
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iv. K el subcuerpo més pequeno de € que posee la propiedad (iii); es decir, K, la interseccién de todos

los subcuerpos de C que poseen la propiedad (iii).

En el siguiente teorema se utiliza la teoria de cuerpos para caracterizar los elementosde K, (Trillo, 2019;
Howie, 2006; Batista, 2013).

Teorema 2:z2K'E sivy solo si existe una sucesion de subcuerpos Ky, K, Ko, K, K,de C tal que Q =Ky C K
CK,CCK, 1CK,CC

z€K, v [K;: K] =<2 paratodo i = 1,2, K, #, donde [K; : K;_;] es la dimension de K; como espacio
vectorial sobre K;_;.

De este teorema se deduce el siguiente resultado:

Corolario 1: Si 2EK,y, entonces [Q(z): Q] = 2” para algin n € N. Por lo tanto, todo numero
construible es algebraico sobre Q.

Definicién: Un angulo de medida [0 (en grados o radianes) es construible si se pueden construir dos
rectas que se interceptan tal que, el angulo entre ella es .

Como z = el 1 = cod 10 + i senl 10 se tiene que el dngulo [10 es construible si y solo si sen 10 y cod 0 son
construible.

Luego como 0 =tmser’e. se10 e g tiene que (Francis, 1978)° © %= send, cosd < Ko = sen6 < Ko, = cosf < £,

Teorema 3: Si * ™™, entonces & no es construible

Demostraciéon
De la férmula del triple dngulo para coseno se tiene que

cos(3[k9) = 4cos3(D9) - SCOS(DQ)

o sea,

c0s(60°) = 4cos>(20°) - 3cos(20°)
De donde

4cos>(20°) - 3cos(20°) = 1/2

y

8cos°(20°) - 6c0s(20°) -1 = 0

Tomando 2 = cos(20°), se tiene 84%-64-1=0

Por lo tanto, x = 2c0s(20°) es raiz del polinomio p(x) = X -3x-1€ Qlx]

84°-64-1=0

Como p(x) no posee raices en Q, se tiene que p(x) es irreducible en Q/x/. Esto implica que p(x) es el
polinomio minimo monico para el cual a es raiz. Por lo tanto, [Q(2) : Q]=3. Luego, por el Corolario 1,

a=cos(20°) no es construible y, por ende, “*** no es construible.

Observacion:
1. Del Teorema 3 se deduce que no todo dngulo construible se puede trisecar, lo que prueba la
imposibilidad de la triseccién de un dngulo construible arbitrario (dividir un 4ngulo en tres partes

iguales).
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2. El problema de la cuadratura de un circulo consiste en construir un cuadrado con la misma édrea de
un circulo dado. Si se supone que el circulo dado tiene radio 1, entonces se debe construir un cuadrado
con longitud de sus lados ¥, lo cual es imposible, ya que ** no es un nimero algebraico (ver con el
Corolario 1).

3. El problema de la duplicacién del cubo consiste en construir un cubo con el doble del volumen de
un cubo dado. Si se supone que los lados del cubo dado miden 1, entonces se necesita construir un

[©6/D):01=3

cubo cuya longitud de sus lados sea ¥*. Pero como , por el Corolario 1, ¥ no es construible.

En el siguiente teorema se caracterizan los poligonos regulares construibles (Howie, 2006), (Batista, 2013;
Gilbert, 2002; Sutton, 2009).
Teorema 4 (Gauss-Wantzel): El poligono regular de n lados (%23) es construible si y solo si la

n=2

factorizacién de 7 en factores primos tiene la forma donde Feeeltdonde ry k son nimeros enteros no

. -1Lp,-1K p, -1
negativosy 7T

son todos potencias de dos.

Teorema S: Sea 7 un niumero entero, 7 > 1. Si F = 2" +1 es numero primo, entonces 72 €s una potencia
de 2; 0 sea que F es un ntiimero de formato primo (F=22%+1).

Demostracion:

El nimero 7 se escribe de forma tinica como 72=2%(2r+1), con g, r enteros no negativos.

Suponga que A2 1, 0 sea que 7 no es una potencia de 2. Entonces, 2m+1=22‘1(2’+1)+1=(227)(2”+1)+1.

Note que Como rD > 1 se tiene que 2”+1 no es un namero primo, lo que es una contradiccién. Por
consiguiente, 7=0y m=27; 0 sea que F=229+1 es un ntimero de Fermat primo.

La funcién de Euler se define por:

¢P:N>N

d(n)=#t{mENmsny (mn)=1}

A continuacion, se enumeran algunas de las propiedades de la funcién ¢:

i. J(1)=1SipesprimoykEN, entonces

i. D@p)=p-1y D(p*)=p'-p*" = =z 1) ptl =p*(1-1/p)
iii. Si(m, #) =1, entonces @ (m, n) = D (m) D (n)
iv. Si=##"»" (factorizacidn inica), entonces

v. Si ", entonces [@:1=4()

Teorema 6: Sea n un ndmero natural, equivalentes:

i. J(n) es una potencia de 2

ii. n=2spxplL
n=2"p1.prpLp,donder,s EZ,720,520ypy, ps, K, p,son nimeros impares diferentes y tal que p;
- 1 es una potencia de 2 (o sea que p;es un niimero de Fermat primo).

Utilizando las propiedades de la funcién & de Euler y los Teoremas 4, 5 y 6, se puede enunciar el siguiente
teorema.

Teorema 7: (Gauss-Wantzel): El poligono regular de n lados es construible si y solo si @ (7) es una
potencia de dos.
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Observacién: Como D(3)=2, J(4)=2, D(5)=4, (6)=2, L (8)=4 por el Teorema 7, los poligonos
regulares de 3, 4, 5, 6 y 8 lados son construibles. Sin embargo como & (7)=6y &(9)=6 los poligonos

27 rad'y 0=7 rad(= 40°)

regulares de 7 y 9 lados no son construibles; por lo tanto los dngulos 7"

Expresiones exactas de las funciones seno y coseno de dngulos construibles
./;J’ y sma:scﬂ(zfﬁ/;:cosﬁ’ cosa:cos‘\zfﬂ]:smﬁ

Por lo que se supondra que =151, Ademas, para calcular expresiones exactas de las funciones seno y coseno
de dngulos construibles se usardn las siguientes identidades trigonométricas (Sathish, 2023).

~ae|0.

Dado un dngulo “*,, entonces “*:

Por otro lado, la identidad ¢+ es satisfechasi ““ lo cual implica que
Ademas, de los triangulos

se obtienen las siguientes expresiones para las funciones seno y coseno de los correspondientes angulos
construibles:

El 4ngulo il eg construible; ademds, por las férmulas del medio dngulo se obtiene
Repitiendo este proceso, se obtiene

De igual manera, se obtiene

Sea "™, Considere el tridngulo isésceles cuyo angulo del vértice es 2l ot = 360 y los lados congruentes
son de longitud 1. (Bradie, 2002)

x _1

y de la semejanza de tridngulos, se tiene que, =

1
sen(18%) =3x

Luego .Dedondex® +x—1=0y % . Luego

[ EARRVRRRE
lio) T

. Por consiguiente,

a=

Sea “5™”_ Entonces,

\s) \s) 4

De igual manera,

7 7 . senf 27 1025 21 -1
Usando las férmulas del doble dngulo, se obtiene que, ="+ =5/

i) (o) 0B
5) 4

Usando las férmulas del triple 4ngulo se obtiene
Usando las férmulas del medio dngulo se obtiene

Sea 2™ Entonces,
y
Sea “=5*) Entonces,
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Usando las férmulas del medio d4ngulo, se obtiene que,

y
Sea %9 Entonces,
Tomando, ™ - ““*  Seobtiene,

a=36-4{5, b=4, c=30+6\5

Por lo tanto,
De igual manera,

Tomando, ¢=f . 1025 Se obtiene,

Por lo tanto, «-+45: b=t e=30:65 y

a=Zrad(=3°

Sea “=@=*)_ Entonces,

() _o-2fredsmoreds .
Dedonde, =" de igual forma,
Note que ““#l< divide a 2%, por lo tanto, el angulo " es construible. Luego, usando las formulas del

seno y coseno de la suma y resta de angulos, se tiene que el d4ngulo 116 = (37)° es construible para todo
numero natural . Precisamente, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 8: Sea 7 un numero natural y 0= El angulo [J0es construible si y solo si 7 es un multiplo de
tres.

Demostracion:

Del ejemplo anterior se tiene que si 7z es un multiplo de tres, entonces el angulo [10 = 4° es construible.

Reciprocamente, suponga que el 4ngulo [10 = 1° es construible y que 7z no es un multiplo de 3. Entonces, el
méximo comun divisor (7,3) = 1. Luego, por la identidad de Bezout, existen niimeros enteros, p, ¢ tales que,
3p-ng=1

Como los dngulos D81=(3p)° y Dez = (nq)o son construible, se tiene que el 4ngulo Lot= 1 es construible.

Esto implica que para todo numero natural 7, el dngulo [B,,° s construible. Asi el angulo [B20° s
construible, lo que contradice el Teorema 3. Por consiguiente, 7 es un multiplo de 3.

4. Conclusiones

De los resultados obtenidos en este articulo se deduce que, el nimero complejo z es construible si y solo si
puede ser formado, a partir de los nimeros racionales, en una cantidad finita de pasos usando solo las
operaciones de adicién, sustraccién, multiplicacion, division y extraccion de raices cuadradas.

Como ©@¥2:@=3 ror el Corolario 1, ¥ no es un ntimero construible; lo que implica la imposibilidad de la
p q p

duplicacién del cubo. De igual manera, como [I7 no es un ndmero algebraico, por el Corolario 1, [Mno es un
numero construible; lo que implica la imposibilidad de la cuadratura de un circulo de radio 1.
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Como el dngulo Del = 60° es construible y el 4ngulo [10=20° no es construible, en general, un dngulo

construible no se puede trisecar. Mds atn, un dngulo de medida y un nimero entero grados, se puede trisecar
siy solo si él es un multiplo de 9.

El 4ngulo (0= 3°y cualquier multiplo entero de ¢l es construible; sin embargo, los dngulos Delz 1%y 0

> =2%no son construibles.

Como el poligono regular de 7 lados es construible si y solo si el angulo es construible, por los Teoremas 4 y
6, el poligono regular de 7 lados es construible si y solo si la funcién de Euler £J(%) es una potencia de dos.
Por consiguiente, como & (7) = 6, el heptdgono regular no es construible.

Como el nimero real 7 no es algebraico, por el Corolario 1, él no es construible; sin embargo, el éngulo &

= Uitr2d(=180°) no es construible, ya que, sen_ITy cos_ITT
yaq y

A pesar de que [0 =1° no es construible, usando las férmulas de Euler y de De Moivre, se obtiene que

y memnsmensetn s donde se ha tomado la raiz n-ensima principal. Por lo tantp (Kowalski, 2016),

oy ST ST
o= :
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