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Resumen: El comportamiento patoldgico de las funciones
extrafias ha sido de gran ayuda en el desarrollo y
fundamentacién del calculo diferencial e integral y, en general,
del andlisis real. Ademds, es una util fuente de ejemplos y
contracjemplos que ayudan a comprender las definiciones
rigurosas de los conceptos bésicos del analisis matemético. Es
por esa razén que el objetivo de este articulo es estudiar las
propiedades de la funcién de Thomae y presentar algunas
generalizaciones para garantizar la diferenciabilidad en un
conjunto considerablemente grande de puntos.

Palabras  clave: funciones  extrafas,  continuidad,
diferenciabilidad, integrabilidad, conjunto denso, medida de

Lebesgue.

Abstract: The pathological behavior of strange functions has
been of great help in the development and foundation of
differential and integral calculus and, in general, of real
analysis. In addition, it is a useful source of examples and
counterexamples that help understand the rigorous definitions
of the basic concepts of mathematical analysis. It is for this
reason that the objective of this article is to study the
properties of the Thomae function, and present some
generalizations to guarantee differen tiability on a considerably
large set of points.
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1. Introduccién

En el siglo XIX el andlisis real estaba en su etapa formativa (transicién del cdlculo al anilisis). Los
matematicos investigaban sobre la posibilidad de clasificar las funciones usando los conceptos de
continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. Sin embargo, estas ideas fueron desafiadas por un namero de
funciones que eran atipicamente malas, extrafias y contraintuitivas. De hecho, los matematicos de esa época
pensaban que una funcién continua sélo podia ser no diferenciable en una coleccién pequefia de puntos
aislados; sin

embargo, ha resultado que muchas de las funciones continuas son no diferenciables en todos los puntos
(Dunham, 2018; Edward, 1994).

Otra idea errénea que tenian los matematicos sobre el comportamiento de la derivada de una funcién es
que eran Riemann integrable. También se pensaba que si una funcién diferenciable era estrictamente
creciente (decreciente), entonces su derivada tenfa que ser positiva (negativa). Estos y otros muchos errores
sobre el célculo diferencial e integral fueron corregidos con la aparicién de las funciones extrafas o
patoldgicas en el andlisis real (Bartle, 2011; Folland, 2007; Natanson, 2016; Olmsted, 2009).

El comportamiento patolégico de las funciones extranas ha sido de gran ayuda en el desarrollo y
fundamentacién del célculo diferencial e integral y, en general del anélisis real. Ademds, es una util fuente de
ejemplos que ayudan a entender definiciones rigurosas de los conceptos bésicos del analisis matematico. Entre
los primeros matematicos que construyeron estos tipos de funciones extranas se pueden mencionar B.
Bolzano (1781 - 1848), P. Dirichlet (1805 - 1859), K. Weierstrass (1815 - 1897), B. Riemann (1826 - 1866),
G.

Darboux (1842 - 1917), G. Cantor (1845 - 1918), G. Peano (1858 - 1932), V. Volterra (1860 -

1940) y B. van der Waerden (1903 - 1996), (Gelbaum, 2003), (Kharazishvili, 2018), (Varona 2009),

Debido al gran impacto que han tenido las funciones extranas o patoldgicas en la fundamentacién del
analisis matemdtico, en este articulo se presentan varias funciones extrafas, se estudian sus propiedades con
respecto a los conceptos de continuidad, diferenciacién e integracion y se presentan algunas generalizaciones.

2. METODOLOGIA

En 1872 el matematico aleman Karl Weierstrass present6 a la consideracion de la comunidad matematica de
su época un ejemplo de una funcidn continua que es no diferenciable en todo punto de i, contradiciendo la
idea intuitiva de la mayor parte de sus contempordneos que pensaban que las funciones continuas eran
diferenciables, excepto en algunos puntos. Este evento abrié el camino a otras muchas funciones con
comportamientos patoldgicos, las cuales se denominan Funciones Extranas. De hecho, la

suma de una funcién diferenciable y la funcién de Weierstrass es nuevamente continua pero no
diferenciable en todo punto de j, por lo que hay tantas funciones extrafias como funciones diferenciables. De
hecho, se puede probar que las funciones continuas son en general no diferenciable en todo punto de j .
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Una de las primeras funciones extrafias es la funcion de Dirichlet D:; —; definida

por
.

[0
Dix)=
(x) <,1

L H

, Xej —®

xen
la cual es discontinua en todo punto de ; .Posteriormente, en el afio 1875 Carl J. Thomae
modifica la funcion de Dirichlet de la siguiente manera:

T —j

T(.\)—-l— ,XEQ, x:—t J(mn)=1, n>0

La metodologia para lograr el objetivo de este articulo es primeramente presentar algunos conceptos y
resultados de la teorfa de aproximacion racional de los niimeros reales, con el fin de estudiar las propiedades

de la funcién de Thomae referente a la continuidad, diferenciacion e integrabilidad.

0 sixej -u
T, (x)=qa six=2 ( =1 0
a} - g _g ] P:g)—:9>
1 six=0

donde {a }n L €5 una sucesion de numeros reales positivos y se estudian sus propiedades

referente a la continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. En particular, se resaltan las

funciones de Thomae modificadas T, | VYT

e ] e )

Finalmente, se define la funcién de Thomae modificada:

0 ,sixej —o
T, . (x)=1a six=% (p.q)=1 g=0
{a.} - g H _q » \P:gq)=1q
1, 5ix=0

donde {a" }:_1 &5 una sucesion de nimeros reales positivos y se estudian sus propiedades
referente a la continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad. En particular, se resaltan las

funciones de Thomae modificadas T, Y T,

(3]

3. Preliminares
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En esta seccién se presentan algunos conceptos y resultados que son importantes para el logro de los objetivos
planteados (Bartle, 2011; Folland, 2007; Natanson, 2016)

Sea f:j —j unafuncidn.Denote
Com(f)={.rE] :fe.scom"nmenx} . Disc( =1 —Cont(f)
D (fy={xe| : fes diferenciableenx} . N (=1 -Dif(f)
Estos conjuntos tienen las siguientes propiedades:
i) Cont(f) es un conjunto G, es decir, es una interseccidn enumerable de

conjuntos abiertos de | .

i) Disc(f) es un conjunto F_, es decir, es una unidn enumerable de cenjuntos

cerrados de | .

iii) Dif(f) es una interseceidn enumerable de conjuntos F_.

* Teorema 1: Sea f:[a,b]—>i una funcién mondtona, entonces Disc(f) es alo
sumo enumerable. Reclprocamente, si § es un subconjunto enumerable de [a,b],
entonces existe una funcidn mondtona f:[a,b]—> i talque S=Disc(f) .

* Teorema 2: Sea f:[a,b]—> i una funcidn.

i) Si f es monétona v f([a.b]) es un intervalo, entonces f es continua.

i) Si f esmondtona ysatisface |a propiedad del valor intermedio, entonces [ es
continua.

iii) S f es continua e inyectiva, entonces _f es estrictamente mondtona.

& Definicion 1: Sea E unsubconjunto de j . E tiene medida ceroy se denota por

m(E)=0, si para todo £:>0 existe una sucesidn de intervalos {I} - tal gque

EcUl, vy ZI1(I)=<s¢
nl =l :
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donde 1(I) eslalongitud del intervalo 1, El valor 3"1(1,) esllamado la longitud total
el ’

de los intervalos I, J5,....; sin el requerimiento que estos intervalos sean disjuntos dos a
dos.

* Propiedades

1. Si E es finito, entonces m(E)=0.

2. Si E esenumerable, entonces m(Z)=0 . En particular m(=)=0.

3. 5i FcEy m(E)=0, entonces m(F)=0.

4, m(=11)=0, para todo intervalo [ .
5. Si E=UE, y m(E,)=0 paratodo ne¥, entonces m(E)=0.
nal

* Teorema 3: (Criterio de la integrabilidad de Lebesgue). Sea f:[a,b]—}i una
funcién acotada. f es Riemann integrable en [a,5] sy solo si, m(Disc(f))=0.
e Teoremad: Sea f:[azb]—ﬂ una funcién derivable, entonces Cont(f") es denso
en [a.b]-
e Teorema5:Sea f: [a,b]—)i una funcidén monétona, entonces m{Ndif () =0.
Los siguientes conceptos vy resultados de |a teoria de aproximacion racional de los nidmeros

reales son de vital importancia para el desarrollo de este artfculo (Varona, 2009).

* Definicion 2: Un ndmero real a es algebraico (sobre = ), si existe un polinomio
plx)es [I] no nulo tal que pla)=0.

o Teorema 6 (Hurwitz): Sea a un numero irracional. Entonces existen infinitos

nmeros racionales £ con (p.g)=1,4>0 tal que
q
a2 < _]' — < 11
9| g o

- Teorema 7 (Roth): Sea a un nimero irracional algebraico. Entonces, para todo

e >0, ladesigualdad

/@xmeLi' =
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tiene solamente una cantidad finita de soluciones racionales E, 0 583 gue
a—g‘ 2 ,1+
T
q

para todo ndmero racional £, excepto para una cantidad finita.

+ Teorema 8: 5ea a4 un ndmero real. Entonces existen ndmeros transcendentes o

para los cuales la desigualdad

tiene infinitas soluciones racionales E.

4. La Funcion de Thomae
Un ejemplo de una funcidn acotada que no es Riemann integrable en cualguier
intervalo fue presentado por Dirichlet. Esta funcidn estd definida por:
0 ,xgj -z
D(x) ={
1 Xeo

v es discontinua en todo punto x €= |, Posteriormente, en el afio 1875, Thomae modificd

la funcién de Dirichlet de |a siguiente manera:

T:p =
0 L,xej-=
T(x)= l LXEmI, x—ﬂ Amon)=1 n>0
n R
1 x=0
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sea x=Le5 con (r.g)=1 v ¢>0 . Sea {x}~ una sucesién de nimeros

irracionales que converge a x; entonces T'(x,}=0 para todo ne¥ vy la sucesién
- 1 ) B -
{T(x)} , noconvergea T(x) =~ . Estoimplica que T’ no es continua en = .
M. g
Sea ahora xej —-= y £>0. Por la propiedad arguimedeana, existe un ndmero

1 . .
natural N, tal que ——<&.5a K unndmero natural , 1£ K< N —1. Como nimeros

N

1
racionales consecutivos con denominador K difieren en E yelintervalo {x—]__x+l} tieng

una longitud 1 , hay a lo sumo 2K nldmeros racionales en {x—l,x+l:J con denominador
K. porlotanto, hayalosuma 2-1+2-2+_.+2(NV, —1) ndmeros racionales en el intervalo
(x—Lx+1) con denominador menor que N, .

Tome un nimero & con 0<& ¢|x—}’|, donde 7 es el nimero racional con

denominador menor que NV, en (x—Lx+1) mas cercano a x. Por consiguiente,
1
|T(J‘)—T(X)I=T(.‘~')SN—, <

para todo y<(x—&.x+&) . Esto implica que f es continua en x.
De todo lo anterior se tiene gue
Cont(T)=7 —= y Dise(T)=x
Pero iqué se puede decir de la diferenciabilidad de T 2.
Es clarogue T no es diferenciable en todo ndmero racional, o sea, = < Naif (T) ,

ya gue Disc(T)=1o . Sea xe| —= . Note gque para todo ndmero natural i existe un

J_}_,kl
n

n
Luego, por definicidn de T, se tiene que T(L] 2
n

nimero entero J, tal gue

|-

/@\mELiZ =
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MNote gue

e

u AP, N

EaEE
H n H

para todo ndmero natural n. Luego como ]J-.ﬂl"?—‘ =x, se tiene gque
= "

A, 2

— X

A 7T® o
=—Fx Z—X

Por otro lado, sea { g}’ , una sucesidn de ndmeros irracionales tales que limz_ =x
= e
Entonces,

T(z)-T
tim T IO gy 0 g
ez m—eos ZK -X

I-x
Por consiguiente, T'(x) no existe y, por ende | -2 < Ndif (T)

De todo lo anterior se tiene que Ndif (T) =] ; o seaque T esno diferenciable en
todo punto ¥ de j

iQué se puede decir de la integrabilidad de [ en el intervalo [U,l]?

sea P={x,=Lx...x,_.x =b} una particién del intervalo [0.1] v I =[x .x],
para todo i =¥ . Como ;M| —T :J#@se tiene que

L(f,p)=§m‘. (x,-x4)= _Z"]m.-‘k.-
donde m, =inf[f(x):xeL]=0.

1
que Tﬁ— . Considere el subconjunto 4, ={xe [o. 1]:T(x)2\—r}, Note que s X4, ,
4 8 F i

entonces X=—<o con i je¥ 1,7 <N,. Por consiguiente, 4.. es un conjunto finito y

Sea g>0. Luego, por la propiedad arquimedeana, existe un ndmero natural N, tal
1 =

|4, [N =N.

gmeui =
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Sea P una particién del intervala [0,1] tal que

|2 | = max{ar, =, - x <5

Denote A= {;‘: Ay Axgx]= Qﬁ} y B= {f Ay Axa.x] =Qﬁ}
Luego |4 22N vy, si M, = sup{T(x):x el =[x_.x]} ,entonces
0SUE.R)=3 M (%-x.)

=% MAx, + 3 MAx,

imF i

52%“-*2 Ax,

ief ied

Fy £
<f5 Ax

S I A ToS

e_:f+i|,1|

274w

<£. 2 om

“27 4N

=

ta | m

Asl pues,
0£L'{T,R)—L(.T,ﬁ_]=L"(.T,P,]i1§
Por lo tanto, la funcidn T es integrable en [U,l], y
_[:T(x)d,r:ljﬂ U(T,P)=0
Como la funcidn T es no negativa en el intervalo [0,1], se tiene que
Flx) = L T()dt=0

para todo X € [0,1],- sin embargo, la funcién f(x) no es una primitiva de la funcién

Ti(x) . Ademds, si a<b, entonces

j T(x)dx =0

gmeui =
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*  Observacion: Como Disc(T) =2 ym(z)=0, la integrabilidad de la funcién T en

el intervalo [aj)] se pudo deducir del Teorema 3.

5. Potencias de Thomae

Para cada nimero real k& defina la funcién T, 1] — por

L) =(T®)

0 . Xxej —u

= L* xes, x=2  (pg)=1 g>0
q q
1 . x=0

Note que, si k<0, entonces T({I)C{xe ¢ .-"le} y I(j -) :{U} . Por lo tanta,
Cont(T,)=¢ v Dise(Ty)= |
Si £=0, entonces T, = D. Ademds, si k>0, entonces
Cont(T;) = y  Disc(F)=n
Por lotanto, Nai (I ) =i , para tedo k<0.

Suponga que 0<E=2.Sea X un nlmero irracional. Luego por el Teorema 6, toda

i . . P
vecindad de X contiene un ndmero racional = tal gue
q

Por lo tanto,

De donde

gmeui =
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mxn—r{f 7 x—£|
g - g =g1—1 =1
£ z
2
9 q

Ademads, toda vecindad de ¥ contiene un ndmera irracional z, de donde

L-L@_ 0 _,
x-z |x—2|
Todo esto implica que
I; '(IJ = lim lry((x}_'?: (Z}
==tz xX—z

no existe. Asi, Ndif (I,)=; ;oseague T, esno diferenciable en todo punto x de |
Suponga ahora gue £>2.5ea I un ndmero irracional algebraico vy considere el

cociente diferencial

_Lax+i)-T(x)_T(x+h)
L h

A

Tome un £330 tal gue 2+z< k. 5ea i losuficientemente pequefio tal que x+ A
nunca es igual a uno de los finitos nimeros racionales excepcionales mencionadaos en el
Tecrema 7. Luegao:

Si x+hej -2, entonces T, (x+h)=0y aA=0.

sixsh=Lec Lcon (p.g)=1, g>0, entonces
q

|ﬂ|=11[x+h]=l= 1
L hg* [E_x\lgt
q
=ia ! <ia'q:"_ i-li—a
9| _F 9
q

lo cual =& puede hacer arbitrariamente pequefio, escogiendo ¢ lo suficientemente grande

(k- 2—53‘9]. Como g se hace grande cuando h se hace peguefio, se tiene que

gmeui =
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mA=0
=

Por consiguiente, I, es diferenciableen x y I, '(x)=0.

Coma el conjunto de los ndmeros irracionales algebraicos es denso en ; |, se tiene

gue Dif (T} es un conjunto denso de | . Ademds, como © < Nelif(T,), Nlif(T,) es

también un conjunto denso de | .
Por otro lado, tome k=2+2z con e>0 y XE[i —3}3'\[0-_1]. Entonces

¢
:ﬁ(x:—mfj r[f]
e (2.9)=1 g>0
i
X —
q g
1
_ 4
x_£|
q
Suponga gue
p‘}
x-Sz
gl g~
entonces
r
P 1
T(x)-T, _] 1
)
r R
L
g g*
Denote
- = =
E-UZ }+_,E+%] v E-1UE,
~lg ¢ g ¢~ it
Como
h‘mi_=t}
g

I, esderivable entodo x=(0,)- (2 UE) v I, (x)=0.

MNote gue |la medida de Lebesgue de E{ es

gmeui =
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qﬂ-r J gﬂ-r < F

¥ Z%{m. Por lo tanto, m{E)=0.
=)

. f2% 2g-1 2
mlE) =D s |- gD

Como m(= UE] =10, se tiene que T, es diferenciable en todo punto del intervalo

[0._ 1], excepto en un conjunto de medidas cero. Finalmente, como I, es una funcidn

periadica, se tiene que T, es diferenciable en | , excepto en un conjunto de medidas

CEra.

6. Funcion de Thomae Modificada

Sea {ag}__d una sucesion de nameros reales positivos. La funcion de Thomae
modificada con respecto a la sucesidn {a_'}:“_d se define por
0 .sixsj -t

I ()=qa . six=

. - - = -
Mote que, si 4, =—, entonces I;_,_}=.?;. Ademads, si {a,‘}_L B5 UnNa SUCEesian

convergente a cero, entonces

Con{.?E:n]}=] -z ¥ }_:um:(iq_,_:E

=3
Para ver que tan grande es el conjunto .’\’d{,l"[]'_,‘] I| , se probard un teorema para las

funciones que son cero en los ndmeras irracionales y positiva en los ndmeros racionales.
+ Teorema % 5ea f:; —; unafuncidntal que

Flx)=0 para xez y f(x)=0 para xe; —-c

Entonces Naif ()1 [i _c] es un conjunto denso no enumerable de j .

- Demostracion:

f@\meui =
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sea {r}”

_, una enumeracidn de © . Sea x, €0y tome Il=[x1—f(x}._x,+f(x,.j],

entances
f(x)2|x -, paratodo x= 1, .
Sea J; unintervalo cerrado con mas de un punto tal que

Jol,ned y1(J)=<1.

S5ea x, E.}jl o ytome I, =J1 [Iz—f(x:),x; +f(1'1}] .Entonces I, esunintervalo
cerrado con mas de un punto tal que

Lol 1@0<1, x,ello, nel, v flpi2in-x

,paratodo xe7,.

Continuando en forma recursiva, después de haber determinado el intervalo cerrado

con mas de un punto I, y x_, se construye el intervalo cerradocon masde un punto T,
tal que

1
Tacd, l{jﬂ::l'{; Lxgsdiylo, f(xrﬂ)2|x1+1—x| paratodo ¥l yrel,
para i=12..m.

Comao {Iﬂ}: es una sucesion de intervalos cerrados encajado con himl (7 ]=[|-, 58
. amlis,

tiene que existe un a=j talque I T, ={|:I}_ Ademds, como 7, €1 I paratodo je¥,
riml

riml

) - . _
se tiene gque a e | ¥ ]J“;r)_zpr:,= a.
Por otro lado, como a<J_ para todo n=%¥ | se tiene que

Fe)-F@|_ £, lxa]

X —a | |x_|—a1 _|x=—a|_

Ademas, si x| —2 , entonces

f@-f@_ 0 _,

X—a xXx—a

Por consiguiente, f no es diferenciable en 4.

/@\mELiZ =
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Denote por 4 el conjunto de los puntos @ que se obtienen de esta manera. 5ea J

un intervalo abierto no vacio y tome x & JI © ; ademds, tome elintervalo cerrade J; con

masde un punto talque I, =J1 [.‘(1 =iy +f(.1'1]]. Delaconstruccidn anterior se tiene

gue [, = .J para todo #i. Luego, si LI"={H} centonces asJ y JI A=,

Esto implica que 4 es un conjunto denso.

Suponga que 4 esun conjunto enumerahley sea {b_}:’_L una enumeracion de 4 .En

laconstruccion de la sucesion de intervalos cerrados encajados {Iu}m , incluya la restriccidn
=

b el parai=12__ n Entoncessi [ J ={a}, setiene que ag A={b.b. }y fnoes

-

diferenciable en 4, lo que contradice la definicion del conjunto 4 . Por consiguiente, 4 es
un conjunto denso no enumerable v A Naif (f)1 (] -= ).

Asi pues, Ndif ()1 (j —=) es un conjunto denso no enumerable de

Comao una consecuencia del teorema anteriar, se tiene el siguiente resultado

@

Corolario 1: 5ea {a_(}_‘_d una sucesion de nomeros reales positivos que converge a
cero. Entonces A-*cﬁf{l?_'.n }-:II (i —2 ) es un conjunto denso no enumerable de | .

Por otro lado, en el siguiente teorema se probard que existen funciones de Thomae

maodificadas que son diferenciables en un conjunto enumerable.

= - » - - -
» Teoremal(: Sea {a:} -, Una sucesion de nimeros irracionales. Entonces existe una
e

funcion de Thomae modificada que es diferenciable en el conjunto {a= :?’IE¥} .

» Demostracidn:

Para cada ne¥ defina la funcidn g, :¥ = por
cmind|®_41- =1
g.(g)=min P a,:(p.q)=

yla funcién g:¥ = por

glg)=min{g(g)-i=12...q}

f@\meu' =
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MNote que g(g)=g.(g) para todo i=12..4g; %gﬂ(q):ﬂ, para todo ne¥ y
#

{g(m}” , €5 una sucesidn decreciente de ndmeros reales positivos convergente a cero.
-

Considere |a funcién de Thomae medificada =lf[

gl=} "

0 [ sixej -o
fO-T,4 @={g@ . sx-L (pg-ig>0
1 six=0

]

Entonces
Comt(f)=) —o ¥ Dize(f)=c

Sea m, £¥ _Sean p,g numeros enteros tales que (p,g)=1y g2 n, . Entonces

‘f[f]_f(ac' ) f[i] _le@)

£ r_ r_
¢ g a"| g a"|

a
B

i(g(e)): p (g (@)
£.(q) gD

g (@) —=—0
Como
S-S 0,
-a, x-a,

Paratodo x=§ —2 vyla cantidad de ndmeros racionales £ talesque 1< N es
q

finita, para todo nimero natural V; se tiene [ esdiferenciableen a, y f{a_)=0.

Asi pues,

{.:z_ :ne¥}C.D@’[}')=D{f[.?i:-gr_q=.l}]:i -

7. Conclusiones
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1. La funcion de Thomae T es un ejemple de una funcion con infinitas

discontinuidades, no diferenciable en todo punto ¥ de ; , pero integrable en todo

intervalo cerrado [ﬂ,b] de i .

2. La funcion de Thomae modificada T[L. es continua en | —Z , pero es no
1=t

diferenciable en todo punto X de j .
3. Lafuncidn de Thomae modificada T” es continua en | —2 y es diferenciable un
ity
N
todo ndmero irracional algebraico, por lo tanto, Iif T_}J es un conjunto denso

La"J

r'
de | sinembargo, Nl"if]"l T{L'-, I {j == esun conjunto denso no enumerable de
(A

4. Por el Corolario 1, no existe una funcién de Thomae modificada .T[ tal que

=]

D{f{j’;_]}=; —2 . De hecho, It.i:'“gfl[]}q}]]: {j —=) es un conjunto denso no

enumerable de ; .Sinembargo,si k> 2, Tr . | es diferenciable casi en todas partes,
j=

A
osea, m[.-\h‘:rf[fr l.|”=u (Darst, 1956).
=)
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