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Resumen: En este articulo, se presenta una breve historia de
cémo la relacién entre el perimetro y el 4rea de un tridngulo
lleva a la comunidad matemdtica a interesarse en ese campo de
estudio. Se define el concepto de tridngulo racional, se presenta
la demostracién de la féormula de Herdn, se exhiben las
contribuciones de  Brahmagupta, Euler, Carmichael
relacionadas a la  basqueda de tridngulos racionales.
Seguidamente, se definen los conceptos de tridngulo entero,
tridngulo pitagérico y se demuestran algunas de sus p
ropiedades. Finalmente, se define el concepto de tridngulo
perfecto y se presentan los resultados y demostraciones que nos
permiten concluir sobre la existencia de los mismos.

Palabras clave: Tridngulo entero, tridngulo perfecto, férmula
de Herén.

Abstract: This article presents a brief history of how the
relationship between the perimeter and the area of a triangle
leads the mathematical community to become interested in
this field of study. The concept of rational triangle is defined,
the demonstration of Heron's formula is presented, and the
contributions of Brahmagupta, Euler, and Carmichael related
to the search for rational triangles are exhibited. Next, the
concepts of a integral triangle and Pythagorean triangle are
defined, and some of their propertie s are demonstrated.
Finally, the concept of the perfect triangle is defined, and the
results and demonstrations that allow us to conclude about
their existence are presented.
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1. INTRODUCCION

A través de los tiempos las propiedades de los tridngulos han llamado la atencién de una gran cantidad de
matemadticos, una de estas propiedades interesantes es la de un tridngulo cuyas longitudes de los lados y el 4rea
del mismo son nimeros racionales.

La teorfa matemdtica relacionada con los tridngulos racionales es muy amplia y enriquecedora, su
desarrollo gira en torno a la bisqueda de tridngulos con cada vez més pardmetros que cumplan determinadas
restricciones, ya sea que las longitudes de dichos pardmetros sean niimeros racionales, o se exija que sean
numeros enteros; y que, ademds, las dreas sean enteros o racionales. Teorfa que también se generaliza a otras
figuras geométricas y en otras dimensiones.

Cuando se restringen los valores de las longitudes de los lados del tridngulo y su drea a nimeros enteros y,
ademds, se estudia la igualdad de la multiplicidad del 4rea y el perimetro, aparece el concepto de tridngulo
perfecto. No es sorprendente que los tridngulos rectingulos tengan un papel importante en la génesis del
estudio de estas propiedades. También es natural preguntarse si existen tridngulos no rectdngulos con esa s
caracteristicas.

2. Metodologia

Motivados por los estudios de los matemdticos griegos, los tridngulos racionales ocupan un espacio
importante en el campo de la investigacién matemadtica. Restringiendo el campo de estudio a los numeros
enteros positivos, aparece el concepto de tridngulos enteros y adicionando restricciones se llega al de tridngulo
perfecto.

Se definen los conceptos de tridngulo de Herén, tridngulo entero, tridngulo pitagérico, tridngulo
pitagdrico primitivo y tridngulo perfecto.

Se prueba la férmula de Herdn, se demuestra que todo tridngulo entero tiene perimetro par.

Posteriormente, se demuestra que todo tridngulo pitagérico es entero y que cualquier tridngulo entero
isdsceles se divide por la altura de la base en dos tridngulos pitagéricos congruentes.

Se prueba que s6lo existe un tridngulo perfecto cuyo perimetro es numéricamente igual al doble de su 4drea.

Para validar los resultados, se presentan ejemplos en los casos més importantes.

3. Historia

Herén de Alejandria (aproximadamente 10 d. C. -75 d.C.) encontré una férmula extraordinaria para el drea
de un tridngulo en términos del perimetro del tridngulo y la longitud de los lados del tridngulo; la cual nos
lleva a una ecuacién diofdntica. Brahmagupta (598-670) encuentra una solucién paramétrica que le permite
generar una familia infinita de tridngulos racionales. Euler (1707-1783) encontré el conjunto completo de
soluciones paramétricas para tridngulos racionales y Carmichael (1879-1967) exhibe una version paramétrica
mds eficiente (Dickson, 1971).

Las soluciones paramétricas nos brindan infinitos tridngulos racionales de forma sencilla; estos trabajos
iniciales sientan las bases para cultivar resultados similares agregando nuevas restricciones al problema
original.
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Inmerso en esta bella teoria, se encuentra el problema abierto: ;Existe un tridngulo con aristas, medianas y
drea entera? (Guy, 2003). Varios autores definen “tridngulo perfecto” como un tridngulo con estos siete
pardmetros racionales; sin embargo, en este articulo generalizamos la definicién de tridngulo perfecto dada
por R. R. Phelps (1926-2013) en 1955 y exhibimos los resultados obtenidos por W. A. Whitworth
(1840-1905), D. Biddle (1885-1940) y N. J. Fine (1916-1994) (Dickson, 1971).

4. Tridngulo racional

Definicién 1: Un tridngulo con lados de longitud racional y 4rea racional se llama tridngulo racional o
tridngulo de Herén (Dickson, 1971).

Propiedad 1: Férmula de Herén (Caminha, A. 2018)

Si el tridngulo ABC tiene lados de longitudes a, b, ¢ y semiperimetro s, entonces el

areadel A ABC es

JHS—HHE—&HE—CL

Demostracion: Considérese el tridngulo de la figura siguiente:

El drea del tridngulo 4BC estd dada por %ch. Por lo tanto, se debe probar que

%ch:,,‘s(:—a){s—b){s—c ) ; 0 lo que es equivalente ¢'ii* =4s(s—a)(s—b)(s—c).

Por el Teorema de Pitigoras, setiene que i +d” =0 (1)y (c—d) +F =& (2)
De (1) setiene que A" =b"-d" y por lotanto, c*h* =¢*(b* —d*)=b"c’ —c’d”.

Por consiguiente, se debe probar que b’ —c*d* =4s(s-a)(s-b)(s-c).

Del lado derecho de la igualdad anterior se tiene que:
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4s(s-a)(s-b)(s—c)=2s(s-a)(s—b)(s—c)+2s(s—a)(s-b}{s-¢)
=[2:(z=a)(z=b)(s=e)]=[=22(s=a)(z=b)(z=¢]]
=[s(s=a)+(s=b)(s -c'nf ~[s(s=a)=(z=b)(s --:]]:
-[2:’ -bc-n.:-b:-c:]"-k:-&; -a:-érc]:
=[2s* +Be-s(a+b=c)] ~[s(e+b-a)-be]

Vesb—a)-be |

=
| a+b+e

%i_b—c—a_}f_r +b—a)—be |

= he" - %Hf ~lbe=ct—a | -be |

=be* - %1’&‘-:‘--:;]'

mbici-| (W +di+e -k —(e-d) )|, por(l)¥(2)
1 g 37 - -.;
ld +e =(e=dY )|

(& +&* =(¢* —lcd'-—d:]'ll

Quedando demostrada la férmula de Herdn.
Observacion 1: En la busqueda de tridngulos racionales se obtiene la ecuacién

diotantica A =s5{1-a)(s=B)(5~c), donde A ez el drea del tridngulo; por o tants,
encontrar un tridngulo racional es eguivalente a resolver una ecuacidn diofdntica
(Carmichael, 2008).

COmBIrammi
& el [T p i+l
'-‘ £ ¢ ] | & ] 1|.‘

J L J

Propiedad 2:5i a b,c @ = ~, entonces ,%'b,. o=l d?-r;

Tk | o=
bt | =
bk ||

on las longitudes de los lados de un tridngulo oblicuo cuyas alturas y 4rea son racionales,
el cual estd formado por la yuxtaposicion de dos tridngulos rectidngulos con cateto comun
a.. Este resultado fue descubierto por Brahmagupta (Dickson, 1971).
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(prrg)(prmgr) pregt s
s ool
las langitudas de las ladas da un tridngulo racional ytodo par de ladas astdn an razn de

Propéedad 3:5 g,4,q,r =0 ", entoncas

3 gt
das nimaros de la forma 5 ;“3 .Estar Itado fus dascubierta par Euler|Dickson, 1971).

Propiedad d: 5 &,m, 425 *, ertarces a[m’ +l':|, k), (men)mr=*
£ar |as |ongitudes da lae ladas de un tridngulo racional. Exta paramatrizacidn se dabe a
Carmichagl (Carmichael, J008).

Propéedad 5: Sean a.0,c @2 |2z longitudes da loz ladss de un tridngulo tales que
&, by ¢ no tienen un factor comdn, artonces tres de los ndmeras S=a, f=4, I=£Y 5 no

tienen un factor comdr; donde # Satkte

Demostraciin: Sean 4, 5.¢ @B * las longitudes ca los ladas de un tridngulo tales gue
&, bV neteren un factar camiin,

Coso 1: Supdngose que f. I=g, £=& tiemen um fector comiim ve2 ",

Emtamces, exister M, M. M 8 0 " tales gue

S=vm
I=@=VH,
I=b =V,

Luago,

+h+
A i, S athdbem iy = D —a=b, (L)

Som VM =5 UM, — e V=5 U U -l =R - (2]

S=bavmy S - by SV Vi = b= b (3)

Reemplazzrda (2] y (3] an (1) 52 cbtiens:
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€ o DU, =, = =T, =
= 2, = =
=i mam,)
Parlatants, @, 4 ¥¢ tanen & » coma fackor samon; lo cusl & una comradiosidn.
Par consguiarts, 5. I-d, £-& rotienen un facter comin

Igual certradiccidn sn obtions para loa casos en gue 5. §=4 = tlenen un factar
comdn Vel " @ 3, f=4, S=C tenen un factar comin VaE "

€832 1: SupSrgase gue §-f, I=8, £=-5 tarenun facter comon Ve B,

Entorcas, existan W, #,. M, =0 tales gue:

a+h+e
J’—C—'I.'m,::!?—ﬂ+1ﬂ|

=a+i+cmle+im
=a+b=c+dum
=ag=c-b+hm (1)

= a+b+emlat o,
Shtemativm,
Samb+e—lvm, I:I:I

1—ﬁ--|,n,: ="+“ﬂ- i"""r

Sasbtem 2i+i1.m.
= gkgmbdlvm,

Sa=b=ag+lvm, (3]
B (L) v (2) se tiene que:

£mba 2y, = b =2,
Jvm <2, =24

VI, o+ Y, - B
(moemvab (4)

e (2] y (3) s= tana qus:
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Bag—2vmy = b+ 1vm,
2w Jvm, + 2y,
(] 'I.H, ¥ 'I.H:
Emimem )y (5)
Reemplazanda ':_‘1'_:' ¥ "5_i an |'|-_:' sg abtigng:
O R SR e R
-CHE S T
Par lg tamta, & b ¥ tignen a v coma factar comon; la cual e wna comtradiceian.
Agl, f=r, 5=4, 5=} rotienan un facter camdn
Observacion 2: Can la rastriccidn da la propadad anteriar, sa evita tratar oo
trigéngulod Que 37 SEMEjantas & cualguier tridngulo primitiva.

5. Triangule entera

Dafinlcién 2: Un widngulo con |ades oe longitud emers y dres amers o llar
tridngulo erero (Dicksan, 1571),

Teoremn 1: 5 & ABC &3 un eridngulo entera, entorces & ABC tene perimetro pa

Demostracian: Ses 4 ABC un widrgulo con (sdes de longitue g b ce g vires

entara,
MI]wmulimHﬂﬁqugitnqu:.i:-JI'I-ﬂ:II'J-k:ll:ﬂ-t:l,ugm;.ﬁ-f-
Lusgo,
s @edwciaebec  CFasdee  yaebee
A==5=1"3 W= =T
& -'_:r+!|+r_'-_r’rz-—!l+.-:—2§‘|fa'-b-f—1!|*f!-b-c—ﬁc*
S T R Y L

l64* mla+beglia+d+o-2a)a+b+c-2b)a+b+c-1c)

s jmlg+beciiagsbee-2ala+b+e=2b a+d+c=2c1 (1)

Supdngase que el perimetro es un nimero impar.

Entonces, los cuatro factores en el lado derecho de (1)

son numeros impares y por lo

tanto, su producto también es un numero impar; lo cual es una contradiccion ya que el lado izquierdo es
un multiplo de 2.

Por lo tanto, el perimetro del A ABC es par.

Definicién 3: Un tridngulo pitagérico es un tridngulo recténgulo con lados de longitud entera. Un
tridngulo pitagérico donde las longitudes de sus lados son numeros primos relativos se conoce como
tridngulo pitagérico primitivo (Ore, 2016).

Propiedad 6: Cualquier tridngulo pitagérico es un tridngulo entero.

Demostracion: Sea A ABC un tridngulo pitagérico.

. 1
Se sabe que el drea del A ABC es ;a&. donde a y & son las longitudes de los

=

catetos.

Si AABC ez un  tridngulo  pitagdrico  primitive,  entonces
{_a.b.c}-im’ -, 2mm o +1), m>n, mmec”. Porlotanto, & esun nimero pary el

drea es un nimero entero
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Si A ABC es un tridngulo pitagérico no primitivo, entonces por lo menos un cateto es par y por lo tanto, el
drea es un nimero entero.

Asi, en ambos casos, A ABC es un tridngulo entero.

Propiedad 7: Cualquier tridngulo entero isdsceles se divide por la altura de la base en dos tridngulos
pitagoricos congruentes.

Demostracion: S5ea A 4BC un tridgngulo entero

A
isésceles. Sea n lalongitud de los lados congruentes y A ’;f' A
la longitud de la altura de |a base. . / X
L 1
Como A ABC es entero, por el Teorema 1, su 'II:
perimetro es par y, ademas, por ser isosceles se tiene gue l_i
A (

la base es un ndmero par, digamos 2a. " f

Luego, de la férmula de Herdn se tiene que:

A*=s(z-2a)(z-mn)(z-n)
=(n+a)(n-a)(a)a)
=({m-a|la)
Como A es un ndmero entero, entonces W -a' =k esun nimero cuadrado: por ko

tanto, h es un nimero entero.

Asi, se tiene que los A ABD y A CBD son tridngulos pitagéricos congruentes.

Observacién 3: No existen tridngulos pitagéricos isdsceles.

Propiedad 8: Si los lados de un tridngulo entero tienen un factor comun k, entonces el drea es divisible
pork 2. es decir, el triangulo reducido por el factor k también es entero.

Demostracidn: Sin pérdida de generalidad supéngase que k es primo y considérese

el tridngulo entero cuyas longitudes de los lados son ka, kb, ke .

Luego, de la férmula de Herdn se tiene:

A =:3(s-2a)(z-n)(z—-n)
=(n+alin-allalla)
=(m-alla)
Como A es un ndmero entero, entonces W -a* =k esun nimero cuadrado; por lo

tanto, & es un nimero entero.

6. Triangulo perfecto
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Esta seccién se dedica a responder interrogantes como: ¢Existen tridngulos enteros cuyo perimetro es
numéricamente igual a su area?, ¢Existen triéngulos enteros cuyo perimetro es numéricamente igual a un
multiplo de su 4rea?

Definicién 4: Un tridngulo entero cuyo perimetro es numéricamente un mdultiplo de su drea es un
triangulo perfecto.

Respondiendo a la primera interrogante, William Allen Whitworth y Annie Dale Biddle probaron, en
1904, que los tnicos tridngulos perfectos cuyo perimetro es numéricamente igual a su drea son los siguientes

(Dickson, 1971):

Es natural preguntarse en este momento: ¢Existen tridngulos enteros cuyo perimetro es numéricamente
igual al doble de su 4drea?

En 1956, Nathan Jacob Fine probé que s6lo existe un tridngulo perfecto cuyo

perimetro es numéricamente igual al doble de su 4rea (Subbarao, 1971).

Propiedad 9: Sélo existe un tridngulo perfecto cuyo perimetro es numéricamente igual al doble de su 4rea.

Demostracion: Sea (a, b, ¢) el tridngulo perfecto buscado.
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Sabamas qua A’ =3(7-a){s-F){5—c) yous 1mPma+b+c.
Par hipdtasis, P =214 ;o gua implica gue 15 =2A y par latarta, §=A4.

Luagn,
A= AfA-a){A-3)A-c)
AcfA-a)A-F){A-c).
Sean
KEmA=a
F-ﬁ-ﬁ
fmA=C
s, Aamz (1L

MNate gue X, ).I san nimaras emaros pesitives.
Supdrgase, w0 pirdics ce gareraliced, que I53 5%,
Par atro lada,
E+yetmlA=g)+{A=b)+(A=c)

=JA=(g=b=c)

=JA-F

=JA=-2A

=A

A, Amx=y+z (1),
Be (1] v (2} setare que X=}=2=xz (3],
Coma VEx y ( J=1) as pesitive, amoncas

p-lEx(e-1)
-NT-X
=i+ Y+I=%,  par (3
=¥z

D= dards 5 oatisns que V(2 -1] S0+,

Dadooue 22V, 5o tiona que ¥(1I-1)2 p+rsly,

z@\meLi:ﬁ



AvriciA M. DELGADO DE BRANDAO, YANINA DEL CARMEN RODRIGUEZ REYES, UBALDINO SANDOVAL MORENO, ET AL. TRIA...

Lo amterior implica qua ;l:—lﬂ:'. '.-purl-utarrbq..}'d'g-:" [4'|_
Coma I5), armonees 5* %1253 1o cusl implica que §=1 I'5_:'
Resmplagarcs () an (3], se tare gue
Tayalaiy

yelamzy=x

ﬁ-]-tl:}'-]:l i3]
Da (4) y(5)se vere que y 53
Tamanga y=13, de I:l!-:l sallggaague 4= li=sx=1; |0 cual comradicague V51X,
Por lo tante, gueda la opeidn (inica) y =1, de {6 sa tigna qua X=3,
Por consiguiams, Am3+l+laly gmld, bad, c=i.
A, pueda demostrado gue 2l (nico tidngulo perfecto cuyo perimetra as

ruméricamants igual al doble de su dres es & tridngulo [3,4.5)

La pragurta inmadiata e (Existan triangu/as perfectas que varifiquan algunas de las
pguiames ralacionas: Peld, Fedd P=id L7
Mo exigten tridngulos perfactas qua varifiquen la relacidn PupA, pars a raturs

mayer qua 2 (Subsarss, 1671)

7. Conclusiones

Con lo desarrollado y demostrado en este articulo, se puede concluir:

. La férmula de Herén juega un papel fundamental en la solucién de los problemas relacionados a los
tridngulos racionales, enteros y perfectos.

.Todo tridngulo pitagérico es un tridngulo entero.

. Existen tinicamente cinco tridngulos perfectos cuyo perimetro es numéricamente igual a su 4rea.

. S6lo existe un tridngulo perfecto cuyo perimetro es numéricamente igual al doble de su 4rea, el cual
resulta ser pitagdrico primitivo.

. Sélo existen tres tridngulos perfectos pitagéricos, de los cuales dos son primitivos.
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