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INTRODUCCION

Los intentos por parte de los habitantes de una ciudad, a principios del siglo XVIII, de caminar por las cuatro
zonas en que esta quedaba dividida, por un rio que la atravesaba, y de pasar, una sola vez, por cada uno de los
siete puentes que conectaban las regiones, dio origen a lo que en la actualidad se conoce como el problema de
los puentes de Konigsberg.

El matemaitico suizo Leonhard Euler demostrd, recurriendo al razonamiento légico deductivo, que el
problema de los puentes de Konigsberg es irresoluble, y el analisis empleado por ¢l dio origen a la rama de la
Matemitica denominada, hoy en dia, Teorfa de Grafos (Hevia, 1996; Nottoli, 1998; Nufez, 2004; Pérez-
Alcazar & Castro-Chadid, 2006;

Paoletti, 2011; Espitia, 2020).

Este trabajo examina detenidamente los procedimientos desarrollados por Euler en su articulo titulado
“Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinensis”, el cual estd dividido en 21 parrafos (Euler, 1736). En
dicho articulo Euler demostré la irresolubilidad del problema de los puentes de Konigsberg y proporcioné
lineamientos para recorrer cualquier configuraciéon de aguas y puentes. Ademds, se detalla la formalizacién
matematica actual de los resultados presentados por Euler, destacando los objetivos de la Educacién
Matemdtica que se encuentran en estos y las demostraciones de los corolarios que se desprenden del primer
teorema de la Teoria de Grafos.

DESARROLLO

1. Origen del problema de los siete puentes de Konigsberg

Hasta 1945, la ciudad de Konigsberg constituia parte de la nacién de Prusia; posteriormente paso a
denominarse Kaliningrado y, en la actualidad, es territorio de la Federacién de Rusia. La ciudad esta dividida
en cuatro 4reas por un rio denominado Pregel, en los tiempos de Konigsberg, y Pregolya, hoy en dia.

Para el siglo XVIII, las cuatro dreas que formaban Konigsberg se conectaban a través de siete puentes
denominados, segin Paoletti (2011): puente de Herrero, puente de Conexién, puente Verde, puente de
Comerciante, puente de Madera, puente Alto y puente de Miel (ver Figura 1).
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Figura 1
Una vista de Konigsberg que muestra los siete puentes sobre el rio Pregel

Nota. Tomado de “La solucidn de Leonard Euler al problema del puente de Kénigsberg™,
por T. Paoletti, 2011, Mathematical Association of America.

Figura 1
Una vista de Konigsberg que muestra los siete puentes sobre el rio Pregel

Nota. Tomado de “La solucién de Leonard Euler al problema del puente de Konigsberg”, por T. Paoletti, 2011, Mathematical Association of
America.

Se cuenta que, a manera de entretenimiento, los habitantes de Konigsberg trataban de encontrar un
camino que les permitiera recorrer las cuatro zonas de la ciudad, atravesando cada uno de los siete puentes
unay sélo una vez (Grimaldi, 1998; Nunez, 2004; Pickover, 2009; Paoletti, 2011). De aqui surge el problema
de los puentes de Konigsberg (o el problema de los siete puentes de Konigsberg), es decir: ;Serd posible
caminar por todas las zonas de la cindad cruzando cada uno de los siete puentes exactamente una vez?

2. Procedimiento desarrollado por Euler para resolver el problema de los siete puentes de Konigsberg

Euler, al poco tiempo de enterarse del problema de los siete puentes de Konigsberg, present6 un informe a
la Academia rusa de San Petersburgo, en donde demostré que el mismo es irresoluble (Nufiez, 2004).
Posteriormente, en 1736, proporcioné un método general para resolver problemas del mismo tipo. En los
veintiin parrafos del articulo Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinensis (La solucién de un
problema relacionado con la geometria de la posicion), Euler procede como sigue:

I. Proporciona un esquema del problema (ver Figura 2)
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Figura 2
“Modelo matemdtico” creado por Euler para el problema de los puentes de Konigsberg

Figura 2
“Modelo matemdtico” creado por Euler para el problema de los puentes de Konigsberg

Nota. Figura 1 de Euler en Solutio problematis ad geometriam situs pertinensis. Tomado de “La solucidn de Leonard Euler al problema del puente
de Konigsberg”, por T. Paoletti, 2011, Mathematical Association of America.

I1. Las cuatro regiones de Kénigsberg las representé mediante las letras mayusculas

A,B,CyD.

I1I. Los siete puentes los representd mediante las letras minusculasa, b, ¢, d, e, fy g.

IV. Las rutas o caminos las representa mediante una sucesion de letras, asi:

i. AB simboliza un viaje que comenzé en la regién A y termind en la region B, por el puente @ o b (un
puente, dos letras).

ii. ABD representa la ruta que va de A a B, y posteriormente de B a D; atravesando dos puentes (dos
puentes, tres letras).

iti. ABDC representa la ruta que vade A a B, de B a D, y de D a C; atravesando tres puentes (tres puentes,
cuatro letras).

iv. CADBA representaria el siguiente camino: de la regién C alaA (por el puente

cod),delaregiéonA alaD (por el puente e), de la regiéon D ala B (por el puentef), y de la regién BalaA4
(por el puente a o b). Obsérvese que se atraviesan cuatro puentes y en la representacion del camino hay cinco
letras.

Por i, i, iil, y iv, Euler llega a la conclusién: la sucesién de letras que represente un camino que recorra la
ciudad de K6nigsberg, cruzando los siete puentes una sola vez, debe consistir en ocho letras.

Vemos, pues, que Euler crea un modelo matematico para el problema de los puentes de Kénigsberg, al
prescindir del significado real o fisico de los elementos de este, asociando las

regiones de la ciudad y los puentes (objetos no matemdticos) con letras mayusculas y minusculas,
respectivamente (“objetos matemdticos”). También, recurre a la busqueda de patrones para determinar la
sucesion de letras (cantidad de letras) que representan las rutas o caminos, es decir, a través de la secuencia
légica i, ii, iii, y iv de IV llega a la conclusién que, la cantidad de letras que representa un camino excede en
uno a la cantidad de puentes involucrados en la ruta (cruzando cada puente una sola vez).

Hoy en dia, la modelizacién y la busqueda de patrones son dos objetivos de la Educacién Matemdtica que
facilitan el conocimiento matemdtico y el desarrollo del pensamiento en general (Herndndez et al., 2001;
Lupiafiez, 2005; Planas & Alsina, 2009; Alsina, 2020).
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Las ideas empleadas por Euler, en la solucién de los puentes de Konigsberg, se formalizan en la Teoria de
Grafos. En vez de utilizar letras mayusculas para las regiones y letras mintsculas para los puentes, se utilizan
puntos y lineas, respectivamente; lo que da origen a la definicién de grafo.

Definiciéon 1. Un Grafo G = (V, E) consiste en un conjunto no vacio V' llamado conjunto de vértices
(nodos, puntos) y un conjunto E de pares ordenados o no ordenados de elementos de

El modelo matematico de Euler (ver Figura 2) se transforma en lo que hoy conocemos como un grafo, (ver

Figura 3), (Grimaldi, 1998).

Figura 3
Grafo asociado al problema de los puentes de Kinigsberg

a b
f
B
Figura 3
Grafo asociado al problema de los puentes de Konigsberg
sf

V. Euler deduce que, en una sucesién que represente un camino, el nimero de ocurrencias de cada letra,
que simboliza una regién, depende del niimero impar de puentes que conducen a cada una de estas masas de
tierra. Para explicar su deduccidn, recurre a un caso més simple de masa de tierra y puentes (ver Figura 4).

Figura 4
“Modelo matemdtico” creado por Euler para un problema de una sola regién, a la cual
conducen cualquier niimero de puentes

Nota. Figura 2 de Euler en Solutio problematis ad geometriam situs pertinensis. Tomado de
“La solucion de Leonard Euler al problema del puente de Kénigsberg”, por T. Paoletti, 2011,
Mathematical Association of America.

Figura 4

“Modelo matemdtico” creado por Euler para un problema de una sola region, a la cual conducen cualquier niimero de
puentes
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Nota. Figura 2 de Euler en Solutio problematis ad geometriam situs pertinensis. Tomado de “La solucién de Leonard Euler al problema del puente
de Konigsberg”, por T. Paoletti, 2011, Mathematical Association of America.

Apoyindose es este modelo (Figura 4), Euler evaltia las condiciones en la que se recorre la regién 4. Para tal
efecto, denotemos AaB la ruta que va de A a B por el puente a, BbA la ruta que vade B aA por el puente b y
asi sucesivamente. Los resultados de la evaluacién se presentan en la Tabla 1.

Tabla 1
Deducciones del modelo creado por Euler para un problema de una sola region

Ruta Namero de puentes que  Nuamero de apariciones
se cruzan delaletra A
AaB 1 1
AaBbAcB 3 2
AaBbAcBdAeB 5 3
Tabla 1
Deducciones del modelo creado por Euler para un problema de una sola region
st

De donde infiere que:

i. i. Si el puente @ es el tnico que conectara con la regién A4, entonces A apareceria una vez en la
representacion del camino buscado. La ruta iniciarfa o terminaria en A, dando lugar a una sola
aparicion de la letra A.

ii. Si hubiese tres puentes que condujeran a la region A (digamos a, b, y ¢), entonces A

apareceria dos veces en la representacién del camino buscado. Si la ruta inicia en A,

al salir (primera aparicién de A) por el puente, digamos a, tendriamos que regresar (segunda aparicién
de A) por el puente b ¢ inmediatamente salir por el puente c. En caso contrario, al entrar (primera
aparicion de A) por el primer puente, saldrfamos por el segundo puente, para finalmente volver a
entrar (segunda aparicién) por el tercer puente, y finalizar el recorrido.

iii. Por i, ii , y como hay cinco puentes que conducen a la regién A (véanse las Figura 2 o Figura 3),
entonces la letra A4 apareceria tres veces en la representacién del camino buscado. Si iniciamos en A4 y
salimos (primera aparicién de A) por el primer puente, posteriormente regresarfamos (segunda
aparicion de A) por el segundo puente ¢ inmediatamente saldriamos por el tercer puente, luego
volverfamos a regresar a la regién A por el cuarto puente (tercera aparicién de A) para salir por el
quinto puente. En caso contrario, la ruta buscada terminaria en la regién A.

Pori,ii yiii , Euler concluye:
v, Si el niimero de puentes, 771, que conducen a un drea es impar, por ejemp[o, ala region

m+1/2

A, entonces la letra A debe aparecer veces en la representacion del camino

buscado.
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v. Como hay tres puentes que conducen a cada una de las regiones B, C y D; estas letras deben aparecer dos
veces, cada una, en la representacién del camino buscado y, por

il y iv, la ruta quedaria simbolizada por nueve letras. Esto contradice lo establecido en IV.

Por lo anterior, no es posible caminar por todas las zonas de la ciudad de K6nigsberg cruzando cada uno de
los siete puentes exactamente una vez.

En este punto, se observa como Euler justifica la respuesta al problema, es decir, elabora argumentos que
explican sus afirmaciones. Igualmente, en la actualidad, la Educacién Matemitica tiene como uno de sus
objetivos fundamentales que los estudiantes empleen la argumentacién, ya sea para justificar los
procedimientos matemadticos al resolver problemas o bien para participar en la reconstruccién del
conocimiento matematico (Hernéndez etal., 2001; Lupianez, 2005; Llinares, 2013; Rios-Cuesta, 2021)

Lo expuesto en V queda formalizado en la Teoria de Grafo como sigue:

Definicién 2. El grado de un vértice en un grafo no dirigido es el nimero de aristas incidentes en ¢, con la
excepcién de que un lazo en un vértice contribuye dos veces al grado de ese vértice. El grado de un vértice se
denota por medio de grad(v).

La definicién corresponde al nimero de ocurrencias de la letra A (en una sucesién que represente un
camino), dependiendo del niimero de puentes que conducen a la regién que representa.

Definicién 3. Una trayectoria es una sucesién de vértices con la propiedad de que cada vértice es adyacente
al siguiente y tal que en la correspondiente sucesién de aristas todas las aristas son distintas. Es permitido que
un vértice aparezca en una trayectoria més de una vez.

Definicién 4. Un circuito es una trayectoria que comienza y termina en el mismo vértice.

Definicién 5. Un grafo es conexo si cualesquiera dos de sus vértices se puede unir por una trayectoria.

Definicién 6. Una trayectoria de Euler es una trayectoria que recorre todas las aristas de un grafo conexo.
Andlogamente, un circuito de Euler es un circuito que recorre todas las aristas de un grafo conexo.

Teorema 1. Existencia de trayectorias de Euler.

a. Si un grafo tiene més de dos vértices de grado impar, entonces no puede tener una trayectoria de Euler

b. Si un grafo conexo tiene exactamente dos vértices de grado impar, entonces tiene por lo menos una
trayectoria de Euler. Cualquier trayectoria de Euler debe iniciar en uno de los vértices de grado impar y
terminar en el otro.

Teorema 2. Existencia de circuitos de Euler

a. Si en un grafo algiin vértice tiene grado impar, entonces no puede tener un circuito de Euler

b. Si todos los vértices de un grafo conexo tienen grado par, entonces hay por lo menos un circuito de
Euler.

En el grafo asociado al problema de los puentes de Konigsberg (Figura 3) se tiene en total cuatro vértices de
grado impar; por lo tanto, no existe una trayectoria de Euler, y menos un circuito de Euler. Luego, es
imposible recorrer las cuatro zonas cruzando los siete puentes una sola vez.

3. Procedimiento desarrollado por Euler para determinar si es posible recorrer cualquier configuracién
de aguasy puentes

Primero determina el nimero de ocurrencias de una letra, en la representacién de un camino buscado,
cuando esta representa una regién a la cual se puede llegar por un ntimero par de puentes. Procede como
sigue:

SeaA unaregién ala que se llega por un nimero par de puentes.

Caso I: A4 es el punto de partida.

- Dos puentes que conectan a la regién: A aparecerd dos veces, uno como punto de partida y otro como
punto final.
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- Cuatro puentes que conectan a la regién: A aparecera tres veces; uno como punto de partida, otro como
punto de llegada y salida, y finalmente, el tercero como punto de llegada.
De donde se infiere que el nimero de ocurrencias de A4 es:

nameros de puentes que conducena A
2

+1

si
st
sf

Caso II: 4 no es el punto de partida.

- Dos puentes que conectan a la region: A aparecera una vez, el viaje tendria que entrar por un puente y
salir inmediatamente por el tnico otro puente disponible.

- Cuatro puentes que conectan a la region: 4 aparecerd dos veces, ya que se procede como el punto anterior

De donde se infiere que el nimero de ocurrencias de A4 es:

nameros de puentes que conducen a A
2

si
St
sf

Como se puede partir de una sola drea, Euler adopta la férmula obtenida para el segundo caso. Ahora, para
determinar si era posible realizar un recorrido a través de masas de tierra divididas por rios y conectadas por
un numero impar o par de puentes, usando cada puente una vez y solo una vez, Euler proporciond el
siguiente procedimiento:

L. I. Al nimero total de puentes le suma uno, es decir, si P es el nimero total de puentes, Euler colocé P
+ 1 al inicio de un “cuadro”.
II. En una primera columna colocé las letras mayusculas que representan las distintas regiones o masas
de tierra. Denotémoslas por: 41,42, ..., An.
I1II. Forma una segunda columna con el niimero de puentes que conducen a cada regién. Escribiremos
P(Ai) para indicar el nimero de puentes que conducen a la regién A4i.
IV. Senala con un asterisco aquellas letras de las que salen un ntimero par de puentes.
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V. Si el nimero de la segunda columna es impar, lo aumenta en una unidad, y el resultado lo divide
entre dos. Si el nimero de dicha columna es par, lo divide entre dos. Lo que Euler calcula es el nimero
de ocurrencias de las letras que representan las distintas regiones. Asi, si denotamos por N(Ai) el
numero de ocurrencias de la letra Ai se tiene que,

P[A;]H si P(A;) es impar
N(4;) = A
@ si P(A;) es par
si
St
sf

VI. Crea una tercera columna con los nimeros obtenidos en el paso anterior.

VIL. Si la suma de la tltima columna es menor o igual al nimero colocado al inicio, (P + 1), entonces el
problema tendria solucién.

En este punto se introduce los que se conoce como la suma de Euler (denotada por E): Suma de los
numeros de ocurrencias de todas las letras que representan las dreas de la configuracion. Es decir,

si
st
sf

La solucién al problema de K6nigsberg, aplicando el método antes descrito, procede como sigue.

Ejemplo 1. Solucién, por el método general, al problema de Konigsberg

Como hay siete puentes en Konigsberg, el nimero de puentes mds uno es igual a 8. El trabajo realizado por
Euler, en el parrafo 14 (Euler, 1736), lo resumimos en la Tabla 2.
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Tabla 2
Meétodo general aplicado al problema de Kénigsberg

Letras que Nimero de puentes Nimero de apariciones de la
representan que
las distintas regiones  conducen a laregion  letra en el camino buscado

A 5 3

B 3 2

c 3 2

D 3 2

Tabla 2
Método general aplicado al problema de Konigsberg
sf

Como la suma de la tercera columna (9) es mayor que el niimero colocado al inicio, el recorrido es
imposible atravesando cada puente una sola vez.

Ejemplo 2. Solucién a un problema creado por Euler

Euler aplica su método general para determinar si es posible recorrer las regiones de la figura
proporcionada por ¢él, atravesando los 15 puentes una sola vez (ver Figura 5).

Como hay 15 puentes, el nimero de puentes mdis uno es igual a 16. Ordenando los datos en la tabla 3.

Figura 5
“Modelo matematico” creado por Euler para cualquier configuracion de aguas y puentes

Figura 5
“Modelo matemdtico” creado por Euler para cualquier configuracion de aguas y puentes

Nota. Figura 3 de Euler en Solutio problematis ad geometriam situs pertinensis. Tomado de “La solucidn de Leonard Euler al problema del puente
de Kinigsberg”, por T. Paoletti, 2011, Mathematical Association of America.

Como hay 15 puentes, el nimero de puentes mdis uno es igual a 16. Ordenando los datos en la tabla 3.
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Tabla 3
Meétodo general aplicado a un problema creado por Euler

Letras que Namero de puentes Numero de apariciones de la letra
representan que
las distintas regiones  conducen a la region  en el camino buscado
Ax 8 4
B* 4 2
C 4 2
D 3 2
E 5 3
F. 6 3
Tabla 3
M¢étodo general aplicado a un problema creado por Euler
st

Como la suma de la tercera columna (16) es igual al nimero colocado al inicio, el recorrido es posible
atravesando cada puente una sola vez.

Posteriormente, Euler sefiala que:

- La suma de los niimeros en la segunda columna es igual al doble del niimero total de puentes (lema del
apretén de manos), y de acuerdo con Hevia (1996) este es el primer teorema de la Teorfa de Grafos. Se tiene
entonces que:

Teorema 3: En una configuracién de aguas y puentes:

LP(A;) = 2P

i—1

si
st
sf

Demostracién:

Cada puente se cuenta dos veces en la sumatoria, uno por cada masa de tierra al que esta unido.

Consecuencias del teorema 3:

- Como la suma de todos los puentes que conducen a cada regién es par, es imposible que haya un nimero
impar de regiones con un nimero impar de puentes. Esta afirmacién se deduce del teorema anterior ya que
una suma impar de numeros impares es también impar, mientras que la suma de ntimeros pares es par. Se ha
obtenido un corolario del teorema 3.

- Si a todas las regiones llega un nimero par de puentes, la tercera columna sumara uno menos que el

numero total de puentes mas uno. Entonces, la ruta que recorre todos los puentes de la configuracién inicia y
termina en la misma region. En efecto,
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?zlp(’qi) = 2P

?:1P(AI') e
2 2
ZP(AE) _p
—2 —
i=1
1
N ;) =P
i=1
E=P
si
st
sf

Para demostrar que la ruta inicia y termina en una misma regi(')n, supongamos que se inicia en una regi(')nA
, pero no termina en A; entonces el nimero de puentes que conducen aA debe ser impar, lo que es imposible.

- Si hay dos masas de tierra con un niimero impar de puentes, el viaje siempre serd posible, si el viaje
comienza en una de las regiones con un numero impar de puentes. En efecto: Sean Ay, ..., An—; las regiones
a las que se llegan por un niimero par de puentes y A, _1, A, las dos regiones a las que se llega por un numero
impar de puentes. Entonces,

?:1 P(Ar:) = 2P
n—2
Z P(A;) + P(Ap_1) + P(A,) = 2P

i=1
n—2

Z P(A)+P(A, ) +1+PA)+1=2P +2

i=1
Bl . P(Ap—1) +1 J P(Ayn)

e
2 2 2 .
m
Z N() =P +1
n=1
s e
N
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- 8i hay cuatro o mas masas con un nimero impar de puentes, entonces es imposible que haya un camino.
Si se considera, por ejemplo, cuatro masas de tierray se procede como en el caso anterior se llega a:

E=P+1)+1

Dependiendo del resultado de la suma de la tercera columna, Euler senala que:

- Si la suma es igual al numero colocado al inicio, el recorrido debe iniciar en una zona no marcada con
asterisco, es decir, una zona a la que se puede llegar por un nimero impar de puentes.

- Si la suma es menor que el nimero colocado al inicio, el recorrido debe iniciar en una zona marcada con
asterisco, es decir, una regién a la que se puede llegar por un nimero par de puentes.

CONCLUSIONES

Los procedimientos desarrollados por Euler para probar que el problema de los puentes de Kénigsberg es
irresoluble, y la generalizacién de estos a cualquier configuracion de aguas y puentes trajo consigo el desarrollo
de una rama de la Matemdtica, entre otras, denominada Teoria de Grafos. Ademds, muestran cémo es posible
construir o reconstruir el conocimiento matemdtico a partir de nociones elementales (v.gr. encontrar un
camino) y un proceso de modelizacion (al prescindir del significado real o fisico de los elementos del
problema). La argumentacién “euleriana” nos lleva al momento de abordar un problema a: reconocer algo
familiar (todas las regiones de la ciudad de Konigsberg estaban conectadas por un ntimero impar de
puentes), reconocer patrones (numero de apariciones de una letra, dependiendo del nimero de puentes que
conecta a la regién que representa), establecer casos (ntimero de puentes que conducen a una region sea par o
impar, si el recorrido inicia 0 no en una regién determinada). La modelizacion, busqueda de patrones y
argumentacién son objetivos fundamentales de la Educacién Matemadtica contempordnea presentes en el
articulo “Solutio Problematis ad Geometriam Situs Pertinensis” publicado por Euler en 1736. Euler empleé
estos objetivos para demostrar la irresolubilidad del problema de los puentes de Konigsberg. Ademis, en este
articulo se introduce el lema del apretén de manos y sus respectivos corolarios, herramientas que permiten
determinar de manera eficiente la posibilidad de recorrer cualquier configuracién de aguas y puentes.
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