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Resumen: Desde los cursos de cdlculo diferencial se sabe que
una funcidén continua no necesita ser diferenciable; sin
embargo, se tiene la idea errénea que una funcién continua
tiene que ser diferenciable en muchos puntos. Con la idea de
corregir este error, en el presente articulo se construye un
ejemplo de una funcién

f: R — R que es continua y no diferenciable en todo punto.
de R. También se prueba que el conjunto

de puntos de continuidad de la derivada de una funcién
diferenciable es enumerable. Ademds, se presenta un ejemplo
de una funcién diferenciable cuyo conjunto de discontinuidad
de la derivada es denso.

Palabras clave: Convergencia puntual, convergencia uniforme,
conjunto de continuidad, no diferenciable en todo punto,
conjunto denso.

Abstract: From differential calculus courses it is known that a
continuous function need not be differentiable; however, there
is a mistaken idea that a continuous function must be
differentiable at many points. With the idea of correcting this
misconception, in this paper an example of a function f: R —
R that is continuous and nowhere differentiable in R is
constructed. It is also proved that the set of point where the
derivate of a differentiable function is continuous is
enumerable. Furthermore, an example of a differentiable
function whose set of discontinuity of the derivate is dense.

Keywords: Pointwise convergence, uniform convergence, set
of continuity, nowhere diffentiable, dense set.
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INTRODUCCION

Después del descubrimiento del calculo diferencial e integral por Isaac Newton (1642- 1727) y Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), los matematicos de la época cominmente crefan que las funciones continuas
posefan derivada en una cantidad significativa de puntos. Esta creencia fue fortalecida por una
“demostraciéon” de este hecho presentada por el fisico matemdtico francés André - Marie Ampére
(1775-1836), en su articulo de 1806 titulado “Recherches sur quelques points de la thedrie des functions
derivées qui corduisenta une nouvelle demonstration de la serie de Taylor”. En una demostracion tipica de su
época, el argumento de Ampere no fue escrito en una forma rigurosa como se exige hoy en dfa. (Dunham,
2018;Edward, 1994).

Probablemente el primer ejemplo de una funcién continua y no diferenciable en todo punto de un
intervalo fue presentado por el matemiético checo Bernard Bolzano (1781- 1848) alrededor de los afios 1830,
pero no fue publicado hasta un siglo después.

En 1872 el matemitico aleman Karl Weierstrass (1815-1897) presentd a la academia de ciencias de Berlin
un ejemplo de una funcién continua que no es diferenciable en todo punto de R, el cual tuvo un gran
impacto en el crecimiento del rigor de las demostraciones matematicas, introducido a finales del siglo XIX y
en el siglo XX. Estos tipos de funciones fueron bautizadas con el nombre de monstruos de Weierstrass (W-
monstruo) por el matemdtico francés Henri Poincaré (1854-1912). (Ciesielski, 2022; Ciesielski, 2018;
Jarnicki, 2015).

Motivado por el impacto que han tenido este tipo de funciones (W-monstruos) en la matemdtica, en este
articulo se construye una funcién continua y no diferenciable en todo punto de R. Por otro lado, se prueba
que el conjunto de continuidades de la derivada de una funcién diferenciable es denso y no enumerable, a
pesar de que el conjunto de discontinuidades también puede ser denso.

PRELIMINARES

En esta seccién se presentan algunas definiciones y conceptos que aparecen en el desarrollo del articulo; sin
embargo, para evitar que la discusion sea muy larga, sélo se presentardn los conceptos més trascendentes para
la compresién y desarrollo de los temas expuestos. (Folland, 2007; Gordon, 2001).
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Definicion 1: Sea {f

n

}; una sucesién de funciones definidas en un intervalo { R
y sea f:/—— R una funcién. La sucesién {fn}::lcom*erge puntualmente a la
funcién / en [ sila sucesién = i (x)}; converge a j(r) paratodo x €[ . Es decir,
f(x) = ].inlji[x)para todo X/ .

n—o

La convergencia es uniforme si, para todo & > () existe un niimero entero positivo N
tal que para todo x €/

i (x)—f(1)| <g&.slempre que n =2 N

Es decir. si

limsup| f, (x)— £ (x)|=0

N30y
Definicion 2: Sea {f,. }:= , una sucesién de funciones definidas en un intervalo / <R
y sea f:I——>R una funcién. La serie Zj; converge puntualmente

n=1
(uniformemente) a f en I si la correspondiente sucesién de sumas parciales

n
{S,, }:=1 = {; fk} converge puntualmente (uniformemente)a f en I.

Teorema 1 (M-test de Weierstrass): Sea { 1 }m una sucesién de funciones definidas

n=|]

en un intervalo / de [ y suponga que |f] (x)l <M, para todo xe7. Sila serie

a -]
numeérica ZM , converge, entonces la serie Z £, converge uniformemente en [ .
n=1 n=1

» . 3 - % v )
Teorema 2 (Convergencia uniforme y continuidad): Sea { bl } , una sucesién de
n=

funciones continuas definidas en un intervalo [ en R ysea f :{——]R una funcién.

- it @ : .
a) Silasucesién { 7 }"_1 converge uniformemente a f en [, entonces f es continua

en /.

@

b) Sila serie Zf ., converge uniformemente a f en /. entonces f es continua.

n=l

o0 .. . . . "
Teorema 3: Sea {f"} | una sucesion de funciones continuas en un intervalo I de B
n=

. : =3 a
ysea f:I——R una funcién. Si la sucesion {fn} , converge puntualmente a f
P

en /. entonces ¢l conjunto Cf ={xEI :f es continua en x} es denso en [.

DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES CONTINUAS

f@\meu' =
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Los estudiantes que han completado los cursos de calculo diferencial e integral al igual que los matematicos
del siglo XIII no estin conscientes del hecho contraintuitivo que, una funcién continua puede ser no
diferenciable en todo punto x € R . En esta seccidn se construye una funcion continua y no diferenciable en
todo punto x €R.

En efecto, sean, a b numeros reales positivos. Para cada nimero entero no negativo ndefina la funcié

f:R > R por

flx)=a" cua[b”jr:r)

Note que
fn es continuaen Ry
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f(0)=

a" cos(b”frx]‘ < a”

=z |
Supongamos que () <@ <1. entonces Za" =——<1. Luego, por el
n=0 —a

on
M-test de Weierstrass, la serie de funciones Z L (x) converge uniformemente a una

n=(

funcién W(x) en R,osea

@
W(x)=>a" cos(b";rx)
n=0
Por otro lado. como las funciones f, son continuas, por el teorema de

convergencia uniforme v continuidad, W es continua en [R. Denote

W,(x)= i:a"' cos(bffrx)

J=0
s s w :
entonces la sucesion de funciones {H{ :} , converge uniformemente a W y cada
s
funcién W, es diferenciable en .

(Qué se puede decir sobre la diferenciabilidad de la funcion W7

Sea X, un punto arbitrario pero fijo de K. Para cada niimero entero positivo M existe

un numero entero f, tal que

{%+b’"xa, %+b”'xo)ﬂ?ﬂ:{ﬁm}
Luego,
1 3
—+b"x, < B, <=+b"x, ek
2 0 ﬁm 2 0 )Bm

1 3
Pl TR, o, R
2 P v

i

—_—

(_
. el T
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de donde
2 3 1
— <X x 5___
= 2pm R ¥ T e
0 s5€a
‘B 3 B @
el -~ fm_ . B.EL
H [_b”’ . I p
Denote
a :&
m bm

Suponga que b > 1, entonces

m—x

= ]jm(L]s lim (@, —x,) < ]1'111[ > JZO
moee 257 ) mown 2B
de donde

lim ¢ =x
e m 0

Suponga que W es diferenciable en X, entonces

Considere el limite

Note que

/@\mELiZ =
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o VT (x ia"cos(b”mzm)—Za"cos(ﬁ”:rxo}
(_T_}ﬂﬂ|:w( ;3_2:( D}:| =(_1}.5ﬂ o) =) _;—:

CB'“ T ID

¥ é(—l}ﬁ' Ha{cosl:b”:'mm )—ccs(b"frx‘,}]

@, —Xp

= E[—l}"- a [ Ccs(b,,ﬂa") _cos(bﬂfm) )] +

cos (b":lmm ) —cos(b"mx, )

g(-ma,[ = ]

Para F se tiene que

- mz_l(—l]ﬁ"' a“[cos(b"ﬁﬂm)+cos(5"frxn)]

m -
n=0 o, — '10

m

mn n _
b ma, —b"mx,

N E(—l)ﬂ“ (ab)’ ﬁ[cos(b"ﬂl’n ) = cos{b"ﬂ'xg )]
n=({
Luego, por el teorema del valor medio, existe un ¢, , € R fal que
m-1
B = Z(—l}ﬂ” (ab)" fr(—sen cm:n)
n=0

Por lo tanto,

|75 =

31" @) m(sen )|
E:Z_é(ab)"ﬁr
Aoz

ab—1
z(ab)m{abﬁ—lj_”(abl—l]

gmeui =
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Suponga que ab > 1. entonces

s (a2

1

Para G, se tiene que 12> m . ademas

e s .cos(b“;?m'm)—cos(b”fr.\'o)
6.~ 3 (1)+a —
cos (b’"“?ra'm ) - cos(b”"”.?rxo)

a, —x,

- i(_])ﬁm am+n
n=0

Suponga que b es un nimero entero impar (b > l]. entonces como f, es un nimero

entero. se tiene que

cos(b””"fm'm) = cos[wifﬁ"]
b

= cos (b"ﬁﬁm)

_ |- s1f, esimpar
N B, espar

- (2"

cos (6™ 7x, ) = cos (5" 7B, —b"7p, + 5" 7x, )
= cos (07, =" 7 ("%~ )
= cos ("B, )cos (b" 7 (b"x, — B, )) +
sen(8" 7B, ) sen(5"7 (5", - B, )
=(-1)" cos(5"7 (0”5~ 4,))

f@\meui =



Eric HipaLGO G., ANGELA J. FRANCO., FUNCIONES CONTINUAS Y NO DIFERENCIABLES EN TODO PUNTO

gmeui =

Por lo tanto.

(1) cos (b™" 7a,, ) = ()2~

(—l)ﬂ" cos (b"”"}rxﬂ) = cos(b".?r(b"’xn — i ))

Esto implica que

a-g{Etran)]
w0 Oy — Xy
_ a™ .(’.1_ccs [Fbmxo _ﬂm)ff)) + ia"”" l—ccs%}f'xg —ﬁm)}r
b_:_xl:- g b_:_-"n
Como g —b"x, € I:%%) se tiene
(- o
cos(|b'x, ﬁm)ﬁr)io y P x>0.

Por consiguiente,
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En conclusion, se tiene que

m( T s m
17| < (ab) [EJ y G, >2(ab)

De este resultado se concluye que

(<1) [W(%}—W(%)} _F +G,

a, — X,
>G,—|F,
2 m m E
=—(ab)” —(ab
S(H ) (n ) [ab—l_]
mf 2 T
i) =
fat) (_3 ab—l]
Suponga que
L >0
3 ab-1
In+2
entonces ab > v
il am_xﬂ
Esto implica que
W'(xﬂ}:lj'mW(ar""}_W(Iojl
mye Q@ —x,

m

no existe para todo x€R . Asi, la funcién W es no diferenciable en todo punto Xy € R.Los resultados

obtenidos se resumen en el siguiente teorema debido a Weierstrass.

/@\meu' =
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Teorema 4: Sean ¢ y b numeros reales tales que 0 <a <1, b es un nimero entero

3m+2

impar positivo y ab > : Entonces la funeién

W(x)= ga” cos (b":rx)

es continua y no diferenciable en todo punto x € &,

La funcién W(x) es llamada la funcién de Weierstrass { 7 -monstruo). El matematico

britanico Godfrey H. Hardy (1877-1945) generalizd el resultado de Weierstrass
suponiendo solamente que O0<a<1 y ab=1 (no supone que b es un nimero

entero). (Hardy, 1916; Jarnicki, 2015).

Teorema 3: Sean @ y b numeros reales tales que 0<a<1 y gb=1Entonces la

funcién
w(x)= >a" cos(b”?rx)
n=0

es continua y no diferenciable en todo punto x €K .

Ejemplo 1: Sea b un mimero real. bh>1. Tome g=5". entonces
O<a<l y ab=1. Luego, por el Teorema 5, la funcioén

W(t) = ga" cos(b”:ﬂrx) = ibin cos(b“?rx)

es continua y no diferenciable en todo punto xe&®. Por consiguiente,
la funcién

[ & (\) = W(—] es continua y no diferenciable en todo punto xelR.
T
Note que

X |
C(x)=W|—|=> —cos(d’x) ., b=l
(3 Eieete)
En general, las funciones

fx)— i a" cos(b"x) y S(x)= i a"sen(b".\')
n=0 n=0

donde 0 <a <1 yab 21 son continuas y no diferenciables en todo puntoxeR .

CONTINUIDAD DE LA DERIVADA

En la seccidn anterior se present6 un ejemplo de una funcién continua y no diferenciable en todo punto xe
R. Ahora la pregunta es ;qué tan discontinua puedeser la derivada de una funcién diferenciable?; més
precisamente, ¢existe una funciéndiferenciable cuya derivada sea discontinua en todo punto de su dominio?
La respuestaa esta pregunta se presenta en el siguiente teorema.

p pregu p gu

/@meu
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Teorema 6: Sea [ unintervalode ® v f: 17— R una funcién diferenciable en |

. Entonces el conjunto
- . :
C.= {x €1: f"es continua en x}

es densoen /.

Demostracion:
Para cada niimero entero positivo n defina la funcién f, : J——>[% por

o
f,,(x):f[' ”1} i

n
Como f es diferenciable en [, se tiene que f, es continua en /. Note ademas que

=]imf'

lim £, (x) = lim =)

H
Por lo tanto,
(il

es una sucesién de funciones continuas que converge puntualmente a f en I. Luego por el Teorema 3, el
conjunto C¢' es denso en I .En el teorema anterior se probd que el conjunto de continuidades de la derivada

de una funcién diferenciable es denso. En el siguiente ejemplo se construye una funcién diferenciable cuyo
conjunto de discontinuidades de su derivada también es un conjunto denso.

/@meu
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. o e . R
Ejemplo 2: Sea {a"} una sucesion de numeros reales tal que el conjunto

n=]

{a," ‘ne l\,} es denso en [¥ (por ejemplo, {aﬂ}"=1 puede ser una enumeracién del

conjunto Q' de los nimeros racionales). Sea

g(x)=[ 21 sen [%Jdr —x’sen [iJ

X

1 , 1 1
entonces g'(x)=cos—. Por lo tanto, la funcion f"(x)=—2cos[ ] es la
X n x—a

n

derivada de una funcién y ademas sélo es discontinua en a, .

a
Por el M-test de Weierstrass, la serie Z [, converge uniformemente a una funcién
n=|

f.osea,

f(x)zé%cos(x_la J

n.

Ademas, por el teorema de convergencia uniforme y continuidad, se tiene que
e T ; R ,

C,= {.t €IR/ fes continuaen R}=R—{a,/neN}.

Asi, f esladerivada de una funcién y ademas sélo es discontinua en el conjunto denso

{a“lneN}.

Finalmente, se ha visto que el conjunto de discontinuidades de la derivada de unafuncién diferenciable
puede ser denso; pero el conjunto de continuidades también tieneque ser denso, lo que implica que este
conjunto es no enumerable.

CONCLUSIONES

1. De los resultados obtenidos en este articulo, se sugiere la siguiente estrategia paraconstruir funciones
continuas y no diferenciables en todo punto de un intervalo I.(Hunt, 1994; Wen, 2000).

. i E o =
a) Determine una sucesion de funciones { fﬂ}n—l continuas en [ .

b) Cada funcién f, : J—>[R tiene derivada por la izquierda y por la derecha
en todo punto de T.

/@meu
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¢) Cada funcién f, tiene una cantidad finita de extremos vy si @, es la distancia

méxima entre dos extremos sucesivos, entonees lima, =0

n—sm

d) Si S es la mayor diferencia entre dos valores extremos sucesivos de f.

entonces

% =0

n

lim

n—»m

¢) Denote por /1, los dos incrementos (uno positivo y ¢l otro negativo) para los

es el primer extremo a izquierda (respectivamente a derecha) v

fi(x+ )= 7,025 A,

f) Pruebe queelsigno de f, (x + h

mx

cuales x+4,

:

)— ¥ (r) es independiente de /1, . para todo

n lo suficientemente grande y para todo x e [

2. Se ha probado que el conjunto de discontinuidades de la derivada de una funciéndiferenciable puede ser
denso. Sin embargo, se puede usar la teoria de categoriasde Baire para probar que este conjunto es “pequefio”
comparado con sucomplemento. (Folland, 2007; Gordon, 2001).

3. Un problema interesante es determinar las condiciones necesarias y suficientes paraque un conjunto E
sea el conjunto de discontinuidades de la derivada de una funcién diferenciable. Para resolver este problema
se necesita conocer la teoria de categorias de Baire.

/@meu
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