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Resumen:  A presente investigação baseou-se na aplicação de
uma experiência pedagógica a alunos do 3º ano do Ensino
Secundário Geral da E.B. "León de Febres Cordero", em que
são propostas sequências de ensino para abordar o conteúdo
do teorema de Pitágoras utilizando o GeoGebra. O ensino
deste conteúdo matemático foi orientado para a utilização das
provas de Perigal e Bhaskara e para a resolução de problemas
de contexto. Através da experiência de ensino, foram obtidos
resultados onde é evidente que a utilização de tecnologias digitais
é de grande ajuda para os alunos compreenderem o teorema de
Pitágoras.

Palabras clave: GeoGebra, Teorema de Pitágoras, Experimento
de enseñanza.

Abstract:  e present investigation was based on the
application of a teaching experiment to students of 3rd year
of General Secondary Education of the E.B. "León de Febres
Cordero", in which teaching sequences are proposed to address
the content of the Pythagorean theorem using GeoGebra. e
teaching of this mathematical content was oriented towards
the use of the Perigal and Bhaskara proofs, and the resolution
of context problems. rough the teaching experiment, results
were obtained where it is evident that the use of digital
technologies is of great help for students to understand the
Pythagorean theorem.

Keywords: GeoGebra, Pythagoras theorem, Teaching
experiment.
Resumo: A presente investigação baseou-se na aplicação de uma
experiência pedagógica a alunos do 3º ano do Ensino Secundário
Geral da E.B. "León de Febres Cordero", em que são propostas
sequências de ensino para abordar o conteúdo do teorema de
Pitágoras utilizando o GeoGebra. O ensino deste conteúdo
matemático foi orientado para a utilização das provas de Perigal e
Bhaskara e para a resolução de problemas de contexto. Através da
experiência de ensino, foram obtidos resultados onde é evidente
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que a utilização de tecnologias digitais é de grande ajuda para os
alunos compreenderem o teorema de Pitágoras.

Palavras-chave: GeoGebra, Teorema de Pitágoras, Experiência
de ensino.

INTRODUCCIÓN

Durante las últimas décadas, las Tecnologías Digitales (TD) como recursos para la enseñanza y el aprendizaje
de las matemáticas han sido objeto de estudio de varios investigadores en el campo de la Educación
Matemática, convirtiéndose en un elemento más que configura la actividad matemática del aula (ROJANO,
2014). La importancia de usar TD en la enseñanza y el aprendizaje de las matemáticas ha sido reconocida
y adoptada por varios documentos curriculares, incluidos los Principios y Estándares para las Matemáticas
Escolares del Consejo Nacional de Maestros de Matemáticas (NCTM). En este documento se considera la
tecnología como uno de los principios de la matemática escolar del siglo XXI al establecer las posibilidades
que ofrece en el desarrollo de diferentes prácticas, incluidas las investigaciones matemáticas. En esta línea, el
NCTM (2000) afirma que:

Las tecnologías electrónicas (calculadoras y ordenadores) son herramientas fundamentales para la enseñanza, el aprendizaje
y la realización de las matemáticas [...]. Pueden apoyar la investigación de los estudiantes en todas las áreas de las matemáticas,
incluida la geometría [...]. La tecnología enriquece el alcance y la calidad de las investigaciones al proporcionar un medio para
ver las ideas matemáticas desde múltiples perspectivas. El aprendizaje de los estudiantes es asistido por la retroalimentación
que la tecnología puede brindar [...]. La tecnología también proporciona un enfoque cuando los estudiantes discuten entre
ellos y con su maestro los objetos en la pantalla y los efectos de las diversas transformaciones dinámicas que permite la
tecnología. (p. 24-25, traducción realzada por los autores)

Dadas las posibilidades que ofrecen en el desarrollo de la actividad matemática de la clase, las TD son
consideradas como herramientas que transforman las prácticas matemáticas de docentes y estudiantes,
siempre que no estén infrautilizadas (BORBA; VILLARREAL, 2005; HOYLES, 2018). Un tipo de
TD que puede ser usado por los profesores de matemática para potenciar sus prácticas docentes son
los sowares geometría dinámica (SGD), entre los cuales, se destaca el GeoGebra (HOHENWARTER;
HOHENWARTER; LAVICZA, 2009).

Según Prieto G. (2016), por el hecho del GeoGebra haber sido concebido como un entorno para la
multirepresentación y el establecimiento de conexiones entre nociones de Geometría 2D y Algebra, fue
categorizado como un SGD. Sin embargo, en poco tiempo el GeoGebra amplio sus aplicaciones para
funciones propias de los Soware de Algebra Computacional (CAS), las hojas de cálculo, Geometría 3D,
Estadística y Probabilidades, lo cual permitió posicionarse como un Soware de Matemática Dinámica.

Esta integración de diversas funcionalidades en la estructura e interfaz del GeoGebra permite destacar
algunos usos específicos para el soware (PRIETO G., 2016), el primero de estos, Como una herramienta
de visualización (CASTILLO; GUTIÉRREZ; PRIETO G., 2013; GUTIÉRREZ; PRIETO G., 2015),
Como una herramienta de construcción (CASTILLO; PRIETO G.; 2018; CASTILLO; GUTIÉRREZ;
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SÁNCHEZ, 2020), Como una herramienta de descubrimiento (CASTILLO; PRIETO G.; SÁNCHEZ;
GUTIÉRREZ, 2019; GUTIÉRREZ; CASTILLO, 2020; SÁNCHEZ, SÁNCHEZ-N, 2020), Como una
herramienta para la representación y comunicación del conocimiento matemático (GUTIÉRREZ; PRIETO
G.; ORTIZ, 2017; SÁNCHEZ; BRANDEMBERG, 2019; SÁNCHEZ; BRANDEMBERG; CASTILLO,
2020; SÁNCHEZ; PRIETO G., 2019; SÁNCHEZ-N; PRIETO G., 2017; RUBIO; PRIETO G.; ORTIZ,
2016).

En función de los usos del GeoGebra citados anteriormente, vimos oportuno el uso del soware para
potenciar la práctica docente en la enseñanza del teorema de Pitágoras ya que este contenido matemático
se encuentra presente en programas oficiales de Educación Media en Venezuela y que, en varias ocasiones,
su enseñanza es focalizada en su registro algebraico, dejando a un lado su demostración y más aún, la
aplicabilidad que tiene en la vida cotidiana. Tal situación conlleva a que en los estudiantes se presenten
dificultades en su aprendizaje como: (i) no encontrarle sentido al teorema de Pitágoras, para resolver
situaciones problemáticas y (ii) memorizar y no interpretar la formula # 2 = # 2 + # 2 (representación algebraica
del Teorema).

Por lo expuesto anteriormente, en el presente trabajo se describe la aplicación de un experimento de
enseñanza acerca del teorema de Pitágoras utilizando el GeoGebra, dirigida a estudiantes de 3er año de
Educación Media General en Venezuela. El diseño incluye una forma de abordar las demostraciones de
Bhaskara y Perigal del teorema de Pitágoras, destacando la visualización de los registros algebraicos y
geométricos, el potencial del soware para el descubrimiento por parte de los alumnos de las relaciones entre
estos registros y la comunicación del conocimiento matemático.

CONSIDERACIONES METODOLÓGICAS

La presente investigación se basa en la metodología de los “experimentos de enseñanza” que está enmarcado
dentro del paradigma de la investigación basada en el diseño, siendo el tipo de estudios de diseño más
frecuentes. De manera más específica un experimento de enseñanza consiste en una secuencia de episodios de
enseñanza en los que los participantes son normalmente un investigador docente, uno o más alumnos y uno
o más investigadores-observadores (STEFFE; THOMPSON, 2000). La duración del experimento puede ser
variable, (ej. horas, uno varios años) y la “atmósfera” a observar pueden ser pequeñas habitaciones-laboratorio
para entrevistas, clases completas o incluso ambientes de aprendizajes más amplios.

En nuestro caso, el experimento de enseñanza fue aplicado a 25 estudiantes del 3er año de Educación
Media General del liceo “E. B. León de Febres Cordero” ubicado en el Estado Zulia, Municipio Maracaibo,
Parroquia Cristo de Aranza, Sector La Arreaga Haticos Por Abajo, Vía Al Sanatorio.

Según Cobb y Gravemeijer, (2008) en el proceso de aplicación de un experimento de enseñanza se
distinguen tres fases:

· Preparación del experimento: en esta primera etapa se realiza el diseño y la formulación de la hipótesis,
donde se debe evaluar los conocimientos iniciales de los alumnos, diseñar una secuencia de intervenciones
en el aula y su temporalización.

· Experimentación para promover el aprendizaje: en esta fase tienen lugar las intervenciones en el aula,
donde se debe terminar el diseño de la intervención de forma justificada, a partir de la información empírica y
teórica disponible, registrar las decisiones tomadas en cada sección, si es necesario modificar sobre la marcha,
de manera justificada el diseño de la intervención de acuerdo con los objetivos. Esta fase es la más importante
ya que de las secciones de trabajo realizadas se tomarán los datos que posteriormente se les hará un análisis.

· Ejecución del análisis retrospectivo de los datos: en esta última etapa del experimento se hace el análisis
de los datos que se obtuvieron en la segunda etapa, donde se debe organizar dicha información, Identificar la
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ruta conceptual seguida por el grupo y por cada alumno, por medio de los cambios que pueden ser apreciados,
atendiendo a las acciones específicas del investigador-docente que contribuyeron a dichos cambios.

DESARROLLO DEL EXPERIMENTO DE ENSEÑANZA

Primera fase:

Se diseñó una prueba diagnóstica para conocer los conocimientos previos de los estudiantes, sus fortalezas y
debilidades, ya que en función de esto se crearon las tareas que se aplicarían posteriormente a esta fase (ver
Cuadro 1).

CUADRO 1
Prueba Diagnostica

Elaboración de los autores

Segunda fase:

Lo primero que se hizo fue aplicar el diagnóstico diseñado anteriormente. Los resultados obtenidos
permitieron crear dos secuencias de aprendizaje, las cuales ayudarían a la comprensión del concepto
matemático tratado, a continuación, se muestran en el Cuadro 2.
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CUADRO 2
Secuencias creadas para el desarrollo de la fase 2

Elaboración de los autores

Secuencia 1.

En este momento se les presenta a los estudiantes las demostraciones de Perigal y Bhaskara, haciendo
en primer momento una introducción histórica de quienes fueron estos personajes en el desarrollo del
conocimiento cultural de la matemática y luego la representación en el GeoGebra de la referida demostración.

Demostración de Bhaskara

El matemático hindú Bhaskara (1114-1185) reconstruyó la demostración del teorema de Pitágoras que
aparece en un diagrama de la Aritmética Clásica China, en el que se representa la prueba más antigua del
teorema, admirada por su elegancia. Bhaskara mostró esta demostración en su libro Vijaganita sin agregar
más comentarios que "mirar". En el cuadrado de la hipotenusa de cualquier triángulo de lados rectos # y #
y la hipotenusa #. El cuadrado se divide en cinco partes, después de que estas partes sean las mismas para
los triángulos rectangulares iniciales y la otra sea un cuadrado en el lado # - # (ver Figura 1a). Las piezas
se reorganizan fácilmente para formar la yuxtaposición de los cuadrados de los lados (ver Figura 1b). Para
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concluir la demostración, Bhaskara traduce las figuras en términos algebraicos y expresa la igualdad, pudiendo
demostrar la relación pitagórica. Consulte la Figura 1 para ver la expresión algebraica.

FIGURA 1
Demostración de Bhaskara

Elaborada con base en González (2008)

Demostración Perigal

Henry Perigal fue un corredor de bolsa londinense y astrónomo aficionado que inventó en 1830 una prueba
simple del Teorema de Pitágoras utilizando la congruencia por adición, muy singular y elegante por su
simetría, siendo publicada en su artículo "Sobre disecciones y transformaciones geométricas"

El cuadrado sobre el mayor de los lados del triángulo rectángulo se divide en cuatro partes iguales, por dos
segmentos perpendiculares que se cortan en el centro del cuadrado, siendo, además, uno de ellos paralelo a la
hipotenusa. Paralelamente a estas cuatro piezas, junto con el cuadrado del lado menor, es posible componer,
yuxtaponiendo las cinco piezas, el cuadrado de la hipotenusa como se muestra en la Figura 2.
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FIGURA 2
Demostración de Perigal

González (2008)

DEMOSTRACIONES DEL TEOREMA DEL PITÁGORAS CON GEOGEBRA

En esta sección, se describe el uso de los recursos creados con GeoGebra para la demostración de Bhaskara
y Perigal.

Demostración de Bhaskara con GeoGebra

Para optimizar el uso de la demostración de Bhaskara en GeoGebra para enseñar el Teorema de Pitágoras,
decidimos hacerlo por fases. De esta forma, los alumnos pueden visualizar mejor las construcciones y generar
sus conjeturas e verificar las mismas al manipular el recurso.

En este sentido utilizamos: (i) botones que indican cada fase que atraviesa el alumno, (ii) los deslizadores
para mostrar la rotación de los triángulos creados, (iii) textos que indican qué debe hacer el alumno en el
simulador para avanzar en la demostración y (iv) finalmente, se utilizaron herramientas de polígonos, líneas,
puntos y transformaciones, entre otros.

Al abrir el recurso en la computadora, se muestra el aspecto de la figura 3. Es un triángulo rectángulo que
se puede mover alrededor del plano que se observa de tal manera que no muestra una figura prototípica del
triángulo rectángulo donde uno de sus lados es horizontal.



Ivonne C. Sánchez S., et al. TECNOLOGÍAS DIGITALES Y LA GEOMETRÍA ESCOLAR: EL GEOGEBRA PARA LA
ENS...

PDF generado a partir de XML-JATS4R 167

FIGURA 3
Apariencia del recurso de demostración de Bhaskara en el GeoGebra

Elaboración de los autores

Recuerde que, según la demostración de Bhaskara, lo primero que debe hacer es dividir el cuadrado de la
hipotenusa. Se deben obtener cuatro triángulos congruentes con el primer cuadrado dibujado y el cuadrado
del lado # − #.

En este sentido, en la primera fase para visualizar la partición del cuadrado, los alumnos deben mover
el deslizador que aparece en la ventana de visualización. A medida que se mueve el deslizador, los cuatro
triángulos congruentes con el ∆### se mostrará dinámicamente y el cuadrado en el lateral # − # (Figura 4).

Cuando deslizador llega al final, el siguiente texto # # = ## + (# − #) # se mostrará en la Vista Gráfica que
es la representación algebraica de la representación geométrica del cuadrado de la hipotenusa.

FIGURA 4
Fase 1 de la demostración de Bhaskara en el GeoGebra

Elaboración de los autores

Luego, la partición, las piezas deben reordenarse fácilmente para formar la yuxtaposición de los
cuadrados en los lados. Para realizar esta acción, el alumno debe seleccionar la fase 2 presionando el botón
correspondiente. Luego, los estudiantes deben pasar por la ventana de visualización de GeoGebra hasta los
triángulos y el cuadrado que están en el cuadrado de la hipotenusa hasta que ya no puedan moverse (ver
Figura 5).

De la misma forma que en la fase 1, al ordenar todos los triángulos rectángulos y el cuadrado, la expresión
algebraica se puede visualizar en el siguiente texto: # # + # # = ## + (# − #) # , que corresponde a las
construcciones geométricas en esa posición.
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FIGURA 5
Fase 2 de la demostración de Bhaskara en el GeoGebra

Elaboración de los autores

Finalmente, en la fase tres se muestran los cuadrados de los catetos en la ventana de visualización # y #,
al mismo tiempo que tenemos las expresiones algebraicas obtenidas en las fases uno y dos (ver Figura 6a).
Los estudiantes deben mover el cuadrado del lado hacia abajo, al mismo tiempo que se muestra el texto que
corresponde a la expresión algebraica del Teorema de Pitágoras (ver Figura 6b). Como puede ver en la figura
6b, los cuadrados de los catetos # y # cubren el área de los cuatro triángulos rectangulares y el cuadrado
obtenido de la partición del cuadrado de la hipotenusa

FIGURA 6
Fase 3 de la demostración de Bhaskara en el GeoGebra

Elaboración de los autores

A expresión # # = # # + # # pelo fato de igualar as equações da fase 1 e 2:
Fase 1: # # = ## + (# − #) #

Fase 2: # # + # # = ## + (# − #) #

Igualado ## + (# − #) # , resulta # # = # # + # 2

Demostración de Perigal con GeoGebra

La demostración de Perigal es geométrica, es decir, centra la atención en la congruencia de las figuras
geométricas formadas. En el recurso de GeoGebra llamado Acercándonos a Pitágoras , que se puede encontrar
en https://www.geogebra.org/m/beD2uMRq, el triángulo rectángulo que se muestra con la longitud de los
lados #, # e #.

https://www.geogebra.org/m/beD2uMRq
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FIGURA 7
Aparición del recurso de demostración de Perigal

Elaboración de los autores

En el recurso, hay algunas instrucciones que los estudiantes deben seguir para replicar la demostración de
Perigal. Como primer paso, seleccione la casilla "Cuadrados" para que los cuadrados de la hipotenusa y los
catetos se muestren en la vista gráfica (Figura 8a). Luego debe activar la casilla "Rectas" para ver las líneas
paralelas en los lados del cuadrado de la hipotenusa y pasando por el punto D. Estas rectas dividen el cuadrado
en partes congruentes (ver Figura 8b).

FIGURA 8
Primeras dos etapas da demonstración de Perigal en GeoGebra

Elaboración de los autores

Como tercer paso, seleccione el cuadro "Partes" para ver las partes en las que se divide el cuadrado del lado
# (Figura 9a). Finalmente, las partes que se han dividido del cuadrado del lado # y del lado del cuadrado # se
llevan al cuadrado de la hipotenusa #. En la ventana de visualización, se puede ver que el área del cuadrado
# se dividió en cuatro partes y el cuadrado del lado a para incluir el área del cuadrado sobre la hipotenusa
(ver Figura 9b).
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FIGURA 9
Últimos pasos de la demonstración do Perigal

Elaboración de los autores

Consideramos que esta demostración de Perigal es muy útil para enseñar el teorema de Pitágoras a partir
de la geometría, ya que los estudiantes están acostumbrados a mirar esta relación matemática solo con la
expresión algebraica # # = # # + # # . En la Figura 10 se muestran registros en los cuales se presentan estas
demostraciones dinámicas realizadas en el GeoGebra, tomando como base a las informaciones históricas de
la demostración de Bhaskara y Perigal de este teorema.

FIGURA 10
Participación de las investigadoras y estudiantes

Registro fotográfico de la actividad

Secuencia 2

En este momento los estudiantes junto al profesor (Figura 11) resuelven las tareas que se plantean. Durante la
resolución de las actividades se destacaba la interpretación de los datos y como estos podían ser de ayuda para
utilizar el teorema de Pitágoras y darles solución a los problemas. Los mismos, estaban asociados a contextos
que ellos conocían, y a su vez podían ser modificados a través del dinamismo del GeoGebra, lo cual avivaba
la participación de los estudiantes.
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FIGURA 11
Participación de las investigadoras y estudiantes

Registro fotográfico de la actividad

La recolección de datos se hizo al final, luego que los estudiantes adquirieran un conocimiento, o más bien,
recordaran la definición del teorema de Pitágoras y su aplicación en situaciones problemáticas.

Tercera fase:

En la tercera fase, se hizo un análisis de los datos recolectados (Cuadro 2) en la segunda fase donde la atención
estaba centrada en: (i) el conocimiento adquirido por los estudiantes al presentarles recursos con el GeoGebra
y (ii) si los estudiantes eran capaces de resolver problemas en entornos dinámicos y estáticos.
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CUADRO 3
Recolección de datos

Elaboración de los autores

En la interpretación de las informaciones obtenidas a partir del diagnóstico inicial antes de presentar
los recursos elaborados con GeoGebra, era evidente las deficiencias en los estudiantes en cuanto a: (i)
Enunciar el teorema de Pitágoras, (ii) señalar los elementos de un triángulo rectángulo, (iii) conocer solo una
representación del teorema de Pitágoras.

Después de las secuencias realizadas, la participación de los estudiantes fue activa, una vez puesta en marcha
la actividad con las demostraciones realizadas en el GeoGebra, para luego resolver situaciones problemáticas.
Parte de las tareas que se les colocaron a los estudiantes se muestran en el siguiente cuadro 4:

CUADRO 4
Recolección de datos

Elaboración de los autores

Para esta actividad los estudiantes no solo debían aplicar el teorema de Pitágoras, sino que además debían
manipular el soware GeoGebra lo que provocó entusiasmo en ellos y que respondieran de manera acertada.



Ivonne C. Sánchez S., et al. TECNOLOGÍAS DIGITALES Y LA GEOMETRÍA ESCOLAR: EL GEOGEBRA PARA LA
ENS...

PDF generado a partir de XML-JATS4R 173

En la evaluación realizada posterior al experimento de enseñanza, los estudiantes presentaron una mejoría
en su comprensión y aplicación del teorema de Pitágoras para la resolución de problemas de contexto (ver
figura 12).

FIGURA 12
Registro de las respuestas de un estudiante

Elaboración de los autores

CONCLUSIONES

En este trabajo se describe como el uso de determinada TD, puede contribuir a la enseñanza de un contenido
de la geometría escolar como lo es el teorema de Pitágoras y la aplicación del mismo en la resolución de
problemas de contexto, por medio de un experimento de enseñanza aplicado a estudiantes de la Educación
Media de Venezuela.

Queremos destacar que, durante el desarrollo del experimento, la metodología empleada fue de gran ayuda
para la recolección de datos y el análisis de estos. Permitió tomar decisiones que favorecieran la enseñanza
del teorema de Pitágoras desde otro punto de vista y no al entorno estático que está acostumbrado el
estudiante. El hecho de que estos puedan aprender un concepto matemático en entornos dinámicos aumenta
las posibilidades que ellos sean capaces de comprender mejor el concepto que se está trabajando, no sólo
porque pueden visualizar las situaciones problemáticas sino porque además existe un cambio de actitud en
ellos ante lo nuevo y lo diferente.

En cuanto al soware GeoGebra tuvo un papel fundamental, debido a que sus características de
dinamismo, les permitió a los estudiantes conjeturar sobre lo que se estaban visualizando cuando
se manipulaban las demostraciones dinámicas presentadas por los profesores en el GeoGebra y
simultáneamente los estudiantes dialogaban sobre lo tratado en la secuencia, en contraste con otras
experiencias semejantes podemos considerar que en términos de actividad segundo Radford (2020), se
colocaran en manifiestos formas de colaboración humanas entre profesores-estudiantes (CASTILLO;
SÁNCHEZ, 2020; PRIETO G.; CASTILLO; MARQUEZ, 2020) cuando usaban esta TD.

Al respecto de profesores que enseñanza matemática y que deseen integrar las TD, deben entender que el
proceso no es simple, mas no imposible. Los que practican docencia en esta área deben de asumir el rol de
actores de la Educación Matemática, motivando sus acciones por la necesidad de transformar sus aulas de
clases en espacios sociales de labor conjunta, orientados hacia la producción y la comprensión de prácticas
educativas que favorezcan la enseñanza de la matemática (SÁNCHEZ-N et al, 2020).
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