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1. INTRODUCCION

Un problema de interés en el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales que admiten una perturbacién
externa con recursos acotados, consiste en determinar, o en el mejor de los casos, en estimar los conjuntos
de alcanzabilidad D(T). Estos conjuntos describen la regién en el espacio de estados a la cual las soluciones
pueden acceder en un instante T>0 considerando las diferentes acciones de las perturbaciones admisibles.
Algunas propiedades conocidas de tales conjuntos en el caso de sistemas lineales se pueden consultar en
(Lee and Markus,1967; Boyd et al., 1994). Uno de los métodos que con mayor frecuencia se emplean en la
estimacion de los conjuntos de alcanzabilidad, consiste en el empleo de aproximaciones mediante elipsoides,
ver Kurzhanski and Valyi (1999). En este contexto, el problema sobre la bisqueda de la mejor estimacién
es ampliamente estudiado en la literatura, ver por ejemplo los trabajos (Sabin and Summers,1990; Shen and
Zhong, 2011; Pitarch et al., 2015). El problema sobre la busqueda de estimaciones numéricas de los conjuntos
de alcanzabilidad de sistemas no lineales se puede consultar en (Kumkov and Zharinov, 2004; Vinnikov,
2015). En el caso particular de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes y
una perturbacién externa:
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P14+ 2w + w1 = w(), yi(@) =0, 3(0)=0,

u(t) € Us = (u(t) € KCMR) : [u(t)| < 6}, \

Donde 0< < w,6>0yXC@R) denota el conjunto de funciones continuas a trozos definidas en (R, en
Chernousko (1988) se analiza la aproximacién de la frontera de sus conjuntos de alcanzabilidad D(T) para
cada instante T>0 usando el método de elipsoides. Se considera el sistema de ecuaciones diferenciales lineales
de segundo orden con coeficientes constantes y una perturbacién externa equivalente a (1):

y=By+cu(t), ¥0)=0,
u(t) € Us = {u(t) €« KCIR) : lult)| < &},

Donde s = (0. v:" representa su solucién, T de nota el simbolo de transposicion, y

-l 3}

Es conocido en la literatura que los conjuntos de alcanzabilidad D(T) de (2) son conjuntos acotados,

(2)

simétricos y conexos para cada T>0, y que cuando T~ oo, la frontera del conjunto D(T) tiende a una
Ginica trayectoria cerrada C#; en tal caso, dicha trayectoria corresponde a un ciclo limite que es orbital y
asintéticamente estable que se obtiene de (2) bajo la accidn de la peor perturbacién externa u#(t)=dsigny2(t),
ver (Zhermolenko, 1980; Aleksandrov et al., 2007; Zhermolenko, 2007,2012).

2. FRONTERA DE LOS CONJUNTOS DE ALCANZABILIDAD

Siguiendo el desarrollo que se presenta en (Formals'kii,1974; Blagodatskikh, 2001; Bugrov and Formals’kii,
2017), se considera de forma alternativa el problema de hallar la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad
Dz(T) para el sistema de ecuaciones diferenciales equivalente a (2):

z=Az+bu(t), z(0) =0,
u(t) € Uz = {u(t) € KCMR) : |u(t)| < 8}.

el cual se obtiene de considerar la transformacién lineal no singular y=Cz, con
il 2ol Aokl
ydonde s - yom—z Se sigue como consecuencia que para cada instante T>0:

8(T) ={Cz e R? : 1 € DT} “

Se conoce de (Formals’kii, 1974; Bugrov and Formals’kii,2017) que los conjuntos Dz(T) dependen del
instante T>0considerado, que estos poseen dos puntos esquina, y que la frontera de D (o) no existe si p=0.
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Es claro de (4) que estas propiedades son tambien validas para los conjuntos de alcanzabilidad D(T) de (2).
De lo anterior, se supone en lo sucesivo que los pardmetros de (2) satisfacen la desigualdad 0< p < w. Por otra
parte, de la misma referencia que se ha citado, se sabe que la frontera del conjunto de alcanzabilidad Dz(T) de
(3) definida en un instante T>0, consiste de los puntos z(T) que tienen la propiedad de que la distancia p(y)
del origen de coordenadas a la recta tangente soporte I'l(y) del conjunto 9Dz(T) en el punto z(T), satisface

Donde n (0 )=(cos(0),sin(0)), 0 €[ #0, #0], ver la Figura 1. Aqui [ #6, #0] se elige de tal
manera que ¥ es una funcién periddica. Se sigue que la perturbacién externa que da solucién al problema
de optimizacién anterior es u#(T—1) =8sign[n(6)eAtb]. Por consiguiente, los puntos z(T) que pertenecen a
la frontera del conjunto de al canzabilidad Dz(T), se pueden describir de forma paramétrica por la funcién
vectorial

i
he) = 6 f sign [n(é?)e‘ﬂ”b] &b dr, € [6,8],
0

-y |

(T)
feiés)] ‘

IS F,

£(1) “

O0,(T) I(x)

FIGURA 1:
Esquema de construccién del conjunto de accesibilidad Dz(T).

Luego, de acuerdo con la definicion de la matriz exponencial de A en (3),
el )
se puede verificar que

Donde
-
y, por consiguiente, la frontera del conjunto Dz(T) se describe por la funcién & : (6,8 — R? definida por

T
h(6) = 6f sign [cos (F7 + 8 — m)] b dr, 6 <[8,8].
0
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Se observa de (6), que h es una funcién continua en el intervalose.a y diferenciable a trozos en el mismo
intervalo. Los puntos en los cuales h no es diferenciable, son los puntos s < (5. en los cuales el integrando no
estd definido, es decir, en los puntos .n del conjunto @: = (6.4 < [0.71que pertenecen al conjunto de rectas

G+ 0-m=3Qk+ Dr, k=0=1,%2, ...

Por tanto, para analizar de forma explicita la frontera de los conjuntos Da(T), es necesario determinar
aquellos puntos en los cuales h no es diferenciable. Como caso particular, se elige el conjunto de rectas'0,
'1, 2, definidas en QT, y se consideran instantes T>0 que satisfacen las desigualdades (v—1) n<6T<vw para
cadav € [N, De esta manera, se define la sucesion de intervalos:

PTEEE R

en los cuales se analiza la funcién (6) cuando T € Jv paracadav € IN.

2.1. Construccion inicial

Se supone como primer caso particular queT € J1. Entonces se puede verificar que en QT se hallan definidas
lasrectas* 0, ' 1, "2y 3. Por consiguiente, se divide la region rectangular QT de tal manera que QT= Q1# -
#Q4, donde Qk= [6k-1, 0k]x [0, T], y

son las abscisas de los puntos de interseccién de las rectas' 0, * 1, *2y* 3con las rectas =0 yr=men el sistema
de coordenadas OBt. Se observa que los intervalos [80, 61] y [62, 63] se reducen a los puntos80yf2cuando
se toma el siguiente limite latera I6T>n—.Considerando los valores del integrando de la funcién (6) en cada
regionQk, se obtiene la representacién de h:

dondetl=(m+32n—6) /0yr2=(m+527—0) /6 describen las ordenadas de los puntos (6, 71) y (6, 72) enQT
que pertenecen a las rectas' 1y' 2. Después de efectuar la integral anterior, se obtiene

wey~ S [m®

(7)

donde las componentesh1yh2son funciones que se definen por tramos, y que se representan por:

Con

A® = cos(Bt),  flt) = e sindt)

Y

\,ew{;%]

Se observa que la funcién (7) satisface las siguientes igualdades: p—0(T)=h(80) =h(64) yp+0(T)=h(62)
para cadaT € J1, dondep#0: J1-IR2 se definen por

+ _ é 1 _fl(T)
potl) = ii} £(T) .
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Lo anterior muestra que [ #6, #6]= [00, 64] define uno de los posibles intervalos donde la funcién
h es periddica. Se observa ademis que la imagen del intervalo [60,64] bajo la funcién h, describe
una trayectoria cerrada simple en el sistema de coordenadasOzlz2que es diferenciable a trozos, y que
la imagen de los intervalos [60,61] y [62,83] bajo h, en los cuales h es constante, son puntos de
la formap+0(T) para cadaT € J1. Resulta que los puntos en los cuales h no es diferenciable, son
precisamente los puntos de la formap+0(T) para cadaT € J1. Por otra parte, de la definicién de las
componenteshlyh2en (7), se sigue que si se eligen instantesT1,T2>0 tal queO< 6T1< 6T2< 7, entonces
0Dz(T1)#9Dz(T2)=#y que Dz(T1)#Dz(T2).Finalmente, las funcionesp+0satisfacen los siguientes limites
laterales:a0=p+0(0+)=(0,0)>, y

=il )= 503

Se concluye que para cadaT € J1, lafrontera de los conjuntos de alcanzabilidad D(T) de (2) se describen
por la funcién vectorial *h: [60, 64]>IR2definida por

7(0) = Chio), 6 € [6,64]

Es claro también que la imagen de [60,64] bajo "h, describe una trayectoria cerrada simple en el sistema
de coordenadasOyly2que es diferenciable a trozos, que la imagen de los intervalos[60,61] y [62,63] bajo "h,
en los cuales "h es una funcidn constante, son puntos de la forma C p+0(T) para cadaT € J1, y que los
puntos en los cuales la funcidn “h no es diferenciable, son precisamente los puntos de la forma C p+0(T)
para cadaT € J1. Ademas, si se eligen instantesT1,T2>0 que satisfacen la desigualdad 0< 6T1< 6T2< 7,
entonces los correspondientes conjuntos 0D(T1) yoD(T2) son disjuntos, lo cual se sigue de la relacién (4).

2.2. Construccion general

Se extiende la construccién del conjunto de alcanzabilidad de (3), suponiendo ahora que el instante T>0 que
define el conjunto alcanzable Dz(T) es tal queT € Jn+1para algin numero naturaln>1. En esta situacion,
se observa que en el conjunto QT se hallan definidas las rectas'0, ‘1, *n+3, lo cual permite representar la
region rectangularQTen el sistema de coordenadas Oft, de manera queQT= Q1#.-#Q4, dondeQk= [6k
-1, kg|x [0, T],y

son las abscisas de los puntos de interseccion del conjunto de rectas' 0, * 2,...," n+3 con las rectas horizontales
=0 yr=(n+1)m. Sobre cada una de las rectas' 1, *2,...,' n+2definida enQT, se eligen puntos de la forma (6,
7j), y se consideran las ordenadas de estos puntos para definir los instantes:

Estos instantes satisfacen las desigualdades

<< <1< <1,

Luego, tomando en consideracién el integrando de la funcién (6) en cada conjuntoQk, la funcién h:
[60,64]>IR2quedescribe la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad Dz(T)tiene la representacién a trozos

donde los correspondientes intervalos de integracién se definen a partir de la definicion de los instantes Tj:

Después de efectuar las integrales correspondientes y realizar las simplificaciones de las expresiones
obtenidas, se obtiene La siguiente representacién paramétrica de (6):

o (e
h’(g) - 5 hz(g) » 9 < [9{:?:- 94]3
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9)

donde las componenteshlyh2son funciones escalares definidas por tramos en el intervalo [60,64] que se
representan de la siguiente manera:

Se observa que la funcién (9) se reduce a la expresién (7) cuando n=0.

Los pardmetros 60,62y84permiten verificar que la funcién definida en (9) satisface: p—n(T)=h(60)=h(64)
yp+n(T)=h(62), donde las funcionesp+n:Jn+1-IR2se definen por

=<1 2B D)

mientras que los pdrametrosflyf3se sigue que: q+n(T)=h(61) yq—n(T)=h(63), donde q+n: Jn
+1-IR2son funciones que se definen por

=<1 2B D)

Se observa una vez més que las funciones p+nyq+n coinciden con las funciones p#+0 que se definieron en
(8) para n=0.Lo anterior muestra que uno de los intervalos donde la funcién h define una funcién periddica
es precisamente el intervalo[ #6, #6]=[60,04].Se verifica ademds que la imagen del intervalo [60,64] bajo la
funcién h que se define en (9), describe una trayectoria cerrada simple en el sistema de coordenadasOz1z2que
es diferenciable a trozos para cadaT € Jn+1, y que dicha funcidn, es continua en [60,64] y no diferenciable
en los puntos de la forma p+n(T) yq+n(T) para cadaT € Jn+1.Por otra parte, para cada n€ 1IN, de la
definicién de las componentesh1yh2en (9), se sigue que si T1,T2>0 son instantes tales que nT<6T1< 6T2<(n
+1)m, entonces resulta que 0Dz(T1)#9Dz(T2)=#yDz(T1)#Dz(T2). Ademds, es claro que Dz(T) es un
conjunto acotado para todoT € Jn+1. En consecuencia, si{Tk}es una sucesién estrictamente creciente de
numeros reales no negativos tales que sus términos satisfacen la desigualdad nr<6Tk<(n+1) =, entonces la
sucesion de conjuntos alcanzables{Dz(Tk)}es una sucesion de conjuntos monétona creciente y acotada. Se
observa también que las funciones p+nyq+n satisfacen los limites laterales

-1
+a, = p, (T =TTy ==+ (1+AEZA%[ .
] (10)
o N 61+A2
s = pETT) = 5T = +2 )ZA%[,
(11)

Usando T=(n+1) 7/6. Los resultados que se describen en las secciones 2.1y 2.2se resumen en el siguiente
resultado.

Teorema 1. Si en la ecuacién diferencial (2) se eligen los pardmetros 0< p < w, entonces la frontera del
conjunto alcanzable D(T) para T>0, es un conjunto cerrado y acotado cuya frontera se describe por la
trayectoria suave a trozos:

= Ch@, 02 [m+brms 3],

Donde #: i+ izm+3m~® se define en (9) y n denota la parte entera de 7:2 = (71 Ademds, las intersecciones del
conjunto dD(T) con el eje Oyl se dan en los puntos =a,., = Caz,

es decir,

S
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2.3. Comportamiento asintotico

En este apartado se determina la convergencia de la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad D(T) de la
ecuacién diferencial (2) cuando Teo. La posibilidad de considerar este limite se debe a la representacion de
las funcioness : (6.6, = R, p2 : 4, = Ry ¢z : 4ou — ® paracada T>0y m=0,1,....» donde n = [T]. donde » =[]

La definicién de las funciones escalareshlyh2en (9) permite obtener un comportamiento asintético de los
conjuntos de alcanzabilidad Dz(T) cuando T~ oo al considerar el limite n> oo en la desigualdad nm<6T<(n
+1)m. Este limite describe la frontera del conjunto de alcanzabilidad Dz (oo) de la ecuacién diferencial (3).
Por tanto, tomando este limite, se obtiene que la funcién vectorial que describe la frontera del conjunto de
alcanzabilidad Dz (o0), es la funcién vectorial

oy &L _[m®

S 8 e 6004l
§ 1-A2 |[6) [B» 6]

Donde

Se puede comprobar que la imagen del intervalo [60, 64] bajo la funcién h# describe una trayectoria
cerrada simple en el sistema de coordenadasOz1z2, y que la funcién h# es continua en el intervalo [60, 64]
y diferenciable a trozos en dicho intervalo. Mds aun, se puede ver que h#(60) =—a#yh#(62) =a#, donde
+o#denotan las intersecciones de esta funcién vectorial con el ¢jeOz1, y cuyos valores se obtienen del limite
de la sucesién de puntos{+an} definidos en (10) y (11), es decir,

de donde resulta

§1+A%1
#1-A2|0

+ao ==+

(13)

De la definicién de la funcidn (12) se puede concluir que el conjunto alcanzable Dz (o) de la familia de
ecuaciones diferenciales (3) es un conjunto cerrado y acotado en el sistema de coordenadasOz1z2. La mayory
menor distancia del origen de coordenadas deOz1z2a las rectas tangentes soporte I'1()yII(—7) del conjunto
0Dz (o), se obtiene a partir de las soluciones de la ecuacién p’ (0)=0, 0 € [m+n2, m+52n], donde
p(8)=n(6)h#(8) yn(6)=(cos(8), sin(h)); es decir, a partir delas soluciones de las ecuaciones

ver Formals’kii (1974).

La observacién anterior permite determinar propiedades andlogas del conjunto alcanzable D (o) de la
familia de ecuaciones diferenciales (2). Los resultados se resumen en el siguiente resultado.

Teorema 2. Si en la ecuacién diferencial (2) se eligen los pardmetros 0< p < w, entonces el conjunto de
alcanzabilidad D (o) es un conjunto cerrado y acotado, cuya frontera se describe por la trayectoria suave a
trozos:
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W& =Cr@). 6¢|m+imm+inl,

(14)

Donde h#: [60, 64]>IR2es definidaen (12). La interseccién del conjunto de alcanzabilidad con el ejeOy1se
da en los puntos +"a#=+Ca#, es decir,

+ a =

+§1+A21
Tw?l—=A2|0

(15)

Es posible determinar la mayor y menor distancia del origen de coordenadasOyly2a las rectas tangentes
soporte de la frontera del conjunto de alcanzabilidadD (o) a partir de la solucién de la ecuacién “p

" (0)=0, 0 € [m+n2, m+527], donde "p(6)=x(6)" "h#(H).
3. CICLO LIMITE MAXIMO

La importancia e interpretacion geométrica de los puntost “a#definidos en (15), asi como la trayectoria
que describe la funcién vectorial *h#: [60,64]>IR2que se define en (14), se debe a que dichos elementos
forman parte de la solucién del problema de desviacién maxima de B. V. Bulgakov, cuya formulacién se
puede consultar en Elishakoffand Ohsaki (2010).En tal situacién, la aplicacién del problema de desviacion
méxima para sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma (2), ha sido analizado exhaustivamente en la
literatura, ver por ejemplo los trabajos (Zhermolenko, 1980; Aleksandrov et al., 2007;Zhermolenko, 2007;
Aleksandrov et al., 2016). Los resultados se obtienen como un corolario.

Corolario 1. Bajo la composicién de la funcién definida en (14) y las aplicacionesm+327—6t750ym+527
—Bt7>6cuandot# [0, /6), se obtiene una trayectoria cerrada que describe un ciclo limite C# de la ecuacién
diferencial (2) bajo la accién de la perturbacién externa u#(t)=0signy2(t), y cuyas ecuaciones paramétricas
son:

Del corolario 1 se concluye que la frontera del conjunto de alcanzabilidad D (o) de (2), se obtiene como
solucién dela ecuacion diferencial (2) cuando se considera la perturbacién externa u#(t)=0signy2(t), es decir,
se cumple: D (o0) =C#. Se observa ademds que, a diferencia de los conjuntos D(T) de (2)

para cada T>0, el conjunto D(e0) no posee puntos esquina, ver Bugrov and Formals’kii (2017).En el
contexto del problema de desviacién maxima de Bulgakov, "a#es llamada desviacién maximice oscilaciéon
de la solucion y#(t)=(y#1(t),y#2(t))>respecto al ejeOyl,u#(t)=5signy2(t) es llamada peor perturbacion
externa, yC# es llamado ciclo limite maximo, ver (Zhermolenko, 1980, 2007;Aleksandrov et al., 2007).Se
observa que los puntos+ “a#definidos en (15) dependen linealmente del pardmetro que describe los recursos
disponibles del conjunto de perturbaciones externas US; es decir, admiten como factor el pardmetro 3 >0.
Esta propiedad se observa también de la definicién de los pardmetros (13) y la definicién dela funcién
vectorial (12). Lo anterior significa que el didmetro del conjunto alcanzable D (o) sobre el ¢jeOylse puede
ajustar si se consideran valores distintos del pardmetro 6 >0. Esta caracteristica ha sido aprovechada para
establecer un criterio de estabilidad robusta en Aleksandrov et al. (2016). En el siguiente ejemplo se ilustra
los resultados obtenidos y se muestra un gréfico que se ha obtenido bajo la coleccién de macros PSTricks.
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Ejemplo 1. Como caso particular para la ecuacién diferencial (2) se supone que p=0.2, w=1.0 y8=1.0. Para
estos valores se obtienef~0.9797, m~1.3694 yA~0.7256.

4 Yz

(
1
-1
-2
3
-4
-4 -3 -2 -1 1} 1 & 3 4
—_— Do} = £, —_— (T =012
— DT}, k25,10, 15. — g5 Thn=1,2.
— DT}, k= 5,10, 15,
FIGURA 2:

: Conjunto de alcanzabilidad D (e0) =C#,

conjuntos de alcanzabilidad D(Tk), y trayectorias p+n y qn donde no son diferenciables las
trayectorias que describen las fronteras de los conjuntos de alcanzabilidad D(Tk) del Ejemplo 1.

En la Figura 2 se muestran diferentes conjuntos de alcanzabilidadD(Tk) que se obtienen como imagen de
la funcién *h(8)=Ch(), en los cuales se emplean los valores

b sm0i peras

es decir, T1=0.6412, T2=1. 2825, .., T15=9.6191. En la Figura 1 se muestran también las graficas de
las funcionesp+0yp—0sobre las cuales la funcién h no es diferenciable, asi como las funciones p+n y q
+n para n=1,2.De acuerdo con los resultados del corolario 1, se determina la frontera del conjunto de
alcanzabilidad D(e0)=C#, cuyas intersecciones con el ejeOylse obtienen en los puntost " a#=+Ca#, donde
“o#~(3.2249,0)>.Se verifica también que la menor y mayor distancia del origen de coordenadas deOyly2alas
rectas tangentes soporte dela frontera del conjunto de alcanzabilidad D(eo) se da en los valores #61~4.0292,
#02~5.3336, #03~7.1708 y #04~8.4752, en los cuales se obtienen las distancias "p( #61)="p( #63)~3.0760
y que “p( #62)="p( #64)=~3.3057.
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4. CONCLUSIONES

Se ha determinado de forma explicita la frontera de los conjuntos de alcanzabilidad D(T) de la ecuacién
diferencial (2) definidos para cada instante T>0. Se ha mostrado que la funcién vectorial que describe tales
conjuntos, no es diferenciable sobre un conjunto de puntos que pertenecen a trayectorias definidas en el
plano. Se ha analizado también el comportamiento de estos conjuntos cuando T- ooy, en particular, se
ha mostrado que la frontera del conjunto D (o) coincide con el ciclo limite maximo C# que se obtiene
como solucién del problema de desviacién méxima de Bulgakov, de acuerdo con resultados conocidos en la
literatura. Los resultados obtenidos se han ilustrado de forma numérica en un ejemplo.
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