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Resumen: Producir construcciones geométricas con regla y
compds o mediante algiin software dindmico, ast como justificar
y explicar los procedimientos empleados con un lenguaje
geométrico, son parte del saber necesario para la ensefianza
de la geometria en Chile. En este articulo, analizamos el
aprendizaje de este saber a partir de los procesos de objetivacién
ocurridos durante el trabajo conjunto de dos futuros profesores
de matemdticas y el formador ante una tarea que demandaba
la construccién con GeoGebra de un tridngulo rectdngulo
con ciertas propiedades. Los resultados mostraron que las
contradicciones inherentes a la respuesta de una estudiante
impulsaron las acciones de los participantes hacia el logro del
objetivo de la actividad. Ademds, el uso coordinado de palabras,
gestos y notacidon geométrica permitieron hacer aparente las
intenciones y acciones de estos sujetos durante el encuentro con
el saber movilizado. Finalmente, destacamos el rol de algunos
participantes en el aprendizaje evidenciado.

Palabras clave: Objetivacién, Conciencia, Futuros profesores,
Construcciones euclidianas, GeoGebra.

Abstract: Producing geometric constructions with a ruler and
compass or using some dynamic software, as well as justifyingand
explaining the procedures used with a geometric language, are
part of the knowledge necessary for the teaching of geometry in
Chile. In this article, we analyze the learning of this knowledge
from the objectification processes that occur when two future
mathematics teachers and the teacher educator worked together
to solve a task that required the construction with GeoGebra of a
right triangle with certain properties. In the results, we observed
that the contradictions inherent in the response of a student
drove the actions of the participants towards the achievement of
the objective of the activity. In addition, the coordinated use of
words, gestures and geometric notation made it possible to make
the intentions and actions of the subjects apparentin search of an
encounter with mobilized knowledge. Finally, we highlight the
role of some participants in the learning reflected in the activity.

Keywords: Objectification, Conscience, Future teachers,
Euclidian constructions, GeoGebra.
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Resumo: Produzir construgoes geométricas com régua e
compasso ou através de algum software dinimico, bem como
justificar e explicar os procedimentos empregados com uma
linguagem geométrica, fazem parte do saber necessdrio para
o ensino de geometria no Chile. Neste artigo, analisamos a
aprendizagem desse saber a partir dos processos de objetivagio
acontecidos durante o trabalho conjunto de dois futuros
professores de matemdtica ¢ o formador, diante uma tarefa que
exigia a construgio com GeoGebra de um tridngulo retAngulo
com determinadas propriedades. Os resultados mostraram

\

que as contradi¢oes inerentes 4 resposta de uma estudante
impulsionaram as agoes dos participantes até a consecugio
do objetivo da atividade. Além disso, o uso coordenado de
palavras, gestos e notagio geométrica permitiram fazer aparente
as intengoes e a¢des desses sujeitos durante o encontro com
o saber mobilizado. Por fim, destacamos o papel de alguns
participantes no aprendizado evidenciado.

Palavras-chave: Objetivacio, Consciéncia, Futuros professores,
Construgdes cuclidianas, GeoGebra.

INTRODUCION

Con la entrada del siglo XXI, la importancia que adquiere el profesor para los procesos de aprendizaje en el
aula de matemdticas permitié que la Formacién de Profesores de Matemdticas (FPM) se estableciera como
un 4rea de précticas educativas y de investigacion (SFARD, 2004). Dentro de la FPM, los investigadores
enfrentan diversas problemdticas relacionadas con el aprendizaje y desarrollo profesional del profesorado de
matemdticas en las distintas etapas del ciclo de vida docente (inicial, principiante y continua), para lo cual
suelen recurrir alaimplementacién de actividades formativas diversas y dinimicas (KRAINER; LLINARES,
2010).

Por mucho tiempo, una problemdtica propia de la FPM es la débil relacién entre la preparacion
disciplinaria y profesional que mantienen los programas universitarios de formacién inicial docente en
matemdticas de varios paises (RUIZ, 2017). En respuesta a esta problematica, los investigadores de la FPM
se han interesado tanto por el saber disciplinario y did4ctico requerido para ensefiar matemdticas, como por
los modos de incorporar este saber en los programas de formacién (TATTO ez al., 2009). En este contexto,
comprender los procesos de adquisicion del saber para la ensenanza de las matemdticas y promover tales
procesos entre los futuros profesores, han sido dos de las principales preocupaciones de la Formacién Inicial
de Profesores de Matematicas (FIPM) (LILJEDAHL ez 4/, 2009). En la atencién de estas preocupaciones,
la perspectiva sociocultural ha ido ganando terreno en la FPM (KRAINER; LLINARES, 2010).

Asi mismo, las necesidades de la FIPM en Chile estin descritas en los Estindares Pedagdgicos y
Disciplinarios para Carreras de Pedagogia en Matematicas (EPD) (MINEDUC, 2021), un documento oficial
dirigido a las Facultades y Escuelas de Educacion del pais que ofrece pautas acerca de las habilidades,
conocimientos y disposiciones necesarias para que los futuros profesores asuman con responsabilidad el
desafio de ensenar matemdticas en los niveles de bésica (a partir del 7°grado) y media. Uno de los descriptores
de conocimiento disciplinar correspondiente al estindar B de Geometria destaca la importancia de las
construcciones geométricas para la formacién de los futuros profesores de mateméticas:

Utiliza regla y compds, y tecnologias de geometria dindmica en la construccién de figuras geométricas; en la formulacion,
verificacién o rechazo de conjeturas; en el descubrimiento de relaciones; y en la elaboracién de pruebas formales e informales

(MINEDUG, 2021, p. 76).
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Teniendo en cuenta lo anterior, actualmente desarrollamos un proyecto de investigaciéon doctoral que
busca aportar elementos para comprender y promover el aprendizaje del saber acerca de las construcciones
cuclidianas (un tipo particular de construcciones con regla y compds) con GeoGebra, en distintos escenarios
de FIPM. Asumiendo la perspectiva educativa de la Teorfa de Objetivacién (TO) (RADFORD, 2006,2020),
este articulo presenta una parte de la investigacién en la que analizamos tal aprendizaje en funcién de los
procesos de objetivacién que ocurren cuando dos futuros profesores de matematicas y el formador se dedican
aresolver una tarea de construccién con GeoGebra de un tridngulo rectdngulo con ciertas propiedades. Como
punto de partida, en el préximo apartado definimos la concepcién de aprendizaje de la TO y la relacionamos
con el contexto de nuestra investigacion.

APRENDIZAJE COMO PROCESOS DE OBJETIVACION

La TO define el aprendizaje como el encuentro dialéctico de los individuos con ciertas formas de expresion,
accién y pensamiento cultural e histéricamente constituidas, las cuales comprenden el saber de una
cultura (p. ¢j., el saber matematico, pedagégico, estético, entre otros)[l]. En ese encuentro, estas formas de
expresion, accién y pensamiento objetan a los individuos, es decir, le oponen resistencia, provocando asi
la “transformacion subjetiva en algo que aparece a la conciencia” (RADFORD, 2017b, p. 120). Para hacer
operativa esta idea de aprendizaje, Radford (2020) teoriza el encuentro con el saber histdrico y cultural como
procesos de objetivacidn, estos son, procesos sociales y colectivos de:

[...] toma de conciencia progresiva y critica, de un sistema de pensamiento y accién cultural e histéricamente constituido,
sistema que gradualmente notamos, y que al mismo tiempo dotamos de sentido. Los procesos de objetivacién son aquellos
procesos de notar algo culturalmente significativo, algo que se revela a la conciencia [...] por medio de la actividad corpérea,
sensible, afectiva, emocional, artefactual y semidtica (RADFORD, 2020, p. 20).

A partir de esta definicidn, consideramos el aprendizaje que ocurre en distintos escenarios de FIPM
como procesos de objetivacion, es decir, como actos progresivos de toma de conciencia de aquello que las
instituciones de formacién docente consideran un saber acerca de la ensefanza de las matematicas; todo
esto, en el transcurso de una actividad formativa concreta. Como puede notarse, tras esta concepcion del
aprendizaje subyacen tres ideas clave para esta investigacion (saber, toma de conciencia y actividad) que se
explican enseguida.

Saber / Saber docente

Segiin Radford (2017a), el saber es “un sistema codificado de procesos corpéreos, sensibles y materiales de
accién y de reflexion, constituidos histdrica y culturalmente” (p. 101). De ahi que el saber se considere el
producto de laboriosos e inacabados procesos histdricos de refinamiento, codificacién y expansién de las
formas culturales de expresion, accién y pensamiento. Al ser puesto en movimiento por la actividad del
profesor y los alumnos, el saber se materializa, adquiriendo la forma de un conocimiento. En otras palabras,
el conocimiento es:

el contenido conceptual concreto en el que se manifiesta o actualiza o materializa o encarna el saber. Su contenido conceptual
concreto aparece y puede aparecer (inicamente en una actividad —la actividad que media el saber y el conocimiento.
(RADFORD, 20174, p. 109).

Desde esta perspectiva, el saber acerca de la ensenanza de un contenido escolar (en lo que sigue, saber
docente) constituye una forma corpdrea, sensible y material de expresion, accidn y pensamiento que es
propia de la cultura escolar y que las instituciones de formacién docente le consideran necesaria para la
transformacion de los futuros profesores en sujetos educadores. En cuanto a su especificidad, Tardif (2002)
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se refiere al saber docente como “un saber plural, formado por una amalgama, mds o menos coherente, de
saberes procedentes de la formacidn profesional y disciplinarios, curriculares y experienciales” (p. 29).

Toma de conciencia

Para la TO, la toma de conciencia de un saber es el acto subjetivo, emocional y afectivo de reconocimiento
de los objetos de la cultura y de posicionamiento critico ante tales objetos. Segun Radford (2006), tomar
conciencia de un saber implica una reflexidn, es decir, un movimiento dialéctico entre la realidad objetiva
y el individuo “que la refracta (y la modifica) segun las interpretaciones y sentidos subjetivos propios” (p.
108). En este movimiento, se desarrollan “sensibilidades culturales para ponderar, reflexionar, comprender,
disentir, objetar y sentir a los otros, a nosotros mismos y a nuestro mundo” (RADFORD, 2017b, p. 122).

En esta investigacion, asumimos la toma de conciencia de un saber docente como un acto de reflexiéon
y discernimiento critico sobre las formas de expresion, accidén y pensamiento que constituyen dicho saber.
En un escenario de FIPM, las sensibilidades culturales que devienen de la toma de conciencia permiten
a los futuros profesores orientarse en las actividades en las que participan, por ejemplo, al involucrarse
responsablemente en la realizacién de una construccion geométrica con GeoGebra.

Actividad / Actividad formativa

Enla TO, la actividad es la categoria ontoldgica y epistemoldgica fundamental para entender c6mo un saber
se transforma en objeto de conciencia. Para rescatar el cardcter de espacio de producciéon humana que es
inherente a la actividad del aula, Radford (2017b) se refiere a esta categoria como labor conjunta como:

una forma de vida, algo organico y sistémico, un evento creado por una bisqueda comin —es decir una bisqueda con otros—
de la solucién a un problema planteado, btisqueda que es al mismo tiempo cognitiva, emocional y ética. (p. 125).

Segun lo anterior, llamamos actividad formativa a esa manera social, corpdrea, sensorial y artefactual
de labor conjunta en el cual el formador y los futuros profesores se implican en una bisqueda comun de
respuestas a tareas que orientan sus acciones hacia el logro de ciertos fines. Esta actividad puede transformar
las condiciones iniciales de una respuesta (p. ¢j., un procedimiento particular de construccién con GeoGebra)
en la busqueda de su comprensién, favoreciendo con ello la toma de conciencia progresiva del saber
movilizado. Asi, el producto de la actividad formativa (la obra comtin) comprende tanto esa forma material
que adquiere el saber en la realidad concreta (a través de acciones y reflexiones), como el reflejo del saber en la
conciencia de quienes producen la obra. Sobre esto tltimo, Leontiev (1978, p. 123) afirma que “la actividad
del hombre es lo que constituye la sustancia de su conciencia”.

Un aspecto clave de toda labor conjunta (y, por ende, de la actividad formativa) tiene que ver con los medios
semidticos empleados por los individuos para producir la obra comun. Estos medios son consustanciales al
pensamiento humano y se materializan a través del cuerpo (acciones cinestésicas, gestos y sensaciones), del
uso de signos (lenguaje natural o simbélico) y de artefactos culturales (materiales concretos) (RADFORD
et al.,, 2009). Sobre los artefactos culturales, Radford (2014) sefiala que éstos son portadores de significados
histéricosy culturales que el trabajo humano ha depositado en ellos y que solo pueden revelarse ala conciencia
a través de una actividad capaz de hacer aparente tales significados.

A partir de los referentes tedricos descritos, en el proximo apartado se presenta una descripcién del objeto
de aprendizaje para esta investigacion.
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SABER ACERCA DE LAS CONTRUCCIONES EUCLIDIANAS CON GEOGEBRA

En este trabajo, asumimos que el Saber Acerca de las Construcciones Euclidianas con GeoGebra (SACEG)
es un saber docente que se nutre de saberes especificos de la formacién inicial de profesores de matematicas,
incluyendo el saber disciplinario. Segtin Tardif (2002), el saber disciplinario es producido por la tradicién
cultural y difundido por las instituciones de formacién docente a través de cursos o asignaturas.

En particular, el SACEG se nutre de ciertos procesos corpdreos, sensibles y materiales de acciéon y de
reflexién geométrica, asociados a las construcciones con regla y compds, que tienen lugar en cursos o talleres
de formacién docente en geometria euclidiana que integran el uso de GeoGebra. De esta manera, el SACEG
comprende aquellas formas de expresion, accidon y pensamiento acerca de los objetos de la geometria plana
(p- ¢j.» rectas, dngulos y tridngulos), que han sido codificadas histérica y culturalmente como procedimientos
de construccidn de estos objetos con la mediacién del software dinamico.

Las raices de estos procedimientos se encuentran en una larga tradicién de tratados sobre los fundamentos
de la geometria, producidos en la Grecia cldsica (450-300 a. de C.) (RIBNIKOV, 1987; SCRIBA;
SCHREIBER, 2015). De estos tratados, los Elementos de Euclides han sido la obra mds difundida e
influyente entre la comunidad cientifica por mas de veinte siglos. En ella se presentan las construcciones
con regla y compds (proposiciones del tipo problema) por medio de las cuales los matemdticos griegos
demostraban la existencia de objetos geométricos con ciertas propiedades (objetos deseados), partiendo de
unas condiciones iniciales (objetos dados) (REY; BABINI, 1985). Por ejemplo, la proposicién 1.1 enuncia el
siguiente problema: Construir un tridngulo equildtero sobre una recta finita dada (EUCLIDES, 1991, p. 201).

La resolucién de estos problemas consistia en describir el procedimiento de construccién del objeto
deseado, usando solo regla y compds, y probar que tal procedimiento entregaba el objeto con las propiedades
deseadas (SCRIBA; SCHREIBER, 2015). En el caso de la proposicién L1, la resolucién comienza con la
presentacién del segmento (un caso particular de la recta finita del enunciado), sobre el cual se determina la
construccion del tridngulo equilétero. El procedimiento de construccién con regla y compds empleado por
Euclides se resume asi: (i) describir el circulo BTA con centro B y radio AB; (ii) describir el circulo ATE con
centro A y radio BA; (iii) dibujar el segmento T'A, desde I hasta A; y (iv) dibujar el segmento I'B, desde I
hasta B (Figura 1).

FIGURA 1

Dibujo asociado a la proposicién 1.1 de los Elementos
Euclides (1991, p. 202)

La demostracién de la proposiciéon I.1 comprende una serie de consecuencias l6gicas justificadas por
algunos postulados, definiciones o nociones comunes que se citan al inicio de los Elementos. Por ejemplo,
en atenciodn al procedimiento de construccidn, las operaciones (i) y (ii) se presentan como consecuencia del
postulado 3, el cual describe un circulo con cualquier centro y radio; mientras que las operaciones (iii) y (iv) se
derivan del postulado 1 que describe el trazado de un segmento de cualquier punto a cualquier punto. En este
punto, se observa que la funcién de los postulados era la de “fijar la posibilidad constructiva de las figuras [...]
determinando asi su existencia y unicidad” (REY; BABINI, 1985, p. 74), lo que hacian de la regla y el compés

artefactos portadores de conceptualizaciones especificas que la tradicién geométrica griega deposit6 en ellos.
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Las construcciones con regla y compds que conocemos hoy en dia son formas evolucionadas de las
construcciones euclidianas que se enmarcan en una axiomdtica moderna y en el uso de artefactos de
construccién sofisticados (p. ¢j., los softwares dindmicos) que hacen posible el surgimiento de novedosos
procedimientos de construccién. Para Laborde (1997), las construcciones con software dindmico (p. ¢j., con
GeoGebra) permiten el reconocimiento de vinculos entre las evidencias visuales que aportan los dibujos en la
pantalla (invarianza de las propiedades espaciales del dibujo) y los hechos geométricos (elementos del sistema
axiomético-deductivo de la geometria euclidiana); estos tltimos relacionados con ideas que subyacen en las
herramientas que ofrece el software.

En los tltimos afos, GeoGebra se ha vuelto parte de cultura material del aula de matematicas en muchas
escuelas, haciéndose presente cada vez més en la actividad geométrica de los escolares. Visto como un artefacto
cultural de naturaleza digital (RADFORD, 2014), GeoGebra ofrece a los usuarios una serie de contenidos
conceptuales que subyacen en las herramientas de construcciéon, medida y otras opciones, asi como también
un espacio de trabajo estructurado conceptualmente (apariencias del software) para experimentar con los

contenidos, producir formas novedosas de construir dibujos dindmicos® y validar estas construcciones.

Por ejemplo, para construir con GeoGebra un tridngulo equiltero partiendo del tamano de sus lados
(cantidad de longitud del segmento M) y de uno de sus vértices (punto P), la herramienta Po/{gono sugiere un
procedimiento guiado por la determinacién de los vértices que le definen (Figura 2). La conceptualizacién
detrés de esta herramienta denota la idea moderna de figura geométrica como “el conjunto de sus elementos;
el tridngulo es “tres puntos del plano”, a los cuales estdn adheridos tres segmentos y tres dngulos” (LEVI,

2006, p. 116).

€2 GeoGebra Classic 5
Archivo Edicion Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

DR ER > CEHRNER

B Polig
Selecciona todos los vértices, luego el primero nuevamente.

FIGURA 2
Conceptualizacién del poligono por la herramienta correspondiente
Elaborado por los autores

En el ejemplo anterior, la conceptualizacién que subyace en la herramienta Poligono y las condiciones
iniciales de la figura (m y p) posibilitan el surgimiento de procedimientos de construccién del tridngulo
equilatero que pueden acompanarse de unajustificacién de la consistencia geométrica del dibujo. Como parte
consustancial de la actividad formativa, la consistencia geométrica de una construcciéon con GeoGebra se
convierte en objeto de conciencia a medida que el formador y/o los futuros profesores intentan persuadir a
otros de la validez del procedimiento de construccién empleado (FIALLO, 2011).

Por lo anterior, consideramos que el procedimiento de construccién con GeoGebra del tridngulo
equildtero y su justificacién son formas singulares del SACEG (conocimiento) asociadas al caso de la
proposicién I.1 de los Elementos. En la prictica concreta, estas formas singulares del SACEG se materializan
en acciones orientadas hacia el logro de resultados intermedios que, por si solos, no satisfacen la necesidad de
construir con GeoGebra el tridngulo equilatero. De hecho, en lineas generales, las necesidades que mueven a
los individuos a realizar una actividad no son satisfechas por los resultados intermedios, sino por la actividad
con todas las acciones desplegadas (LEONTIEV, 1978).

Las acciones de una construcciéon con GeoGebra median entre la necesidad de los individuos de producir
el dibujo dindmico esperado y las operaciones (conscientes o no) con el software que se realizan para concretar
las acciones y que se encuentran subordinadas al espacio de trabajo (apariencia Geometria). Por ejemplo,
una forma singular de construccién del tridangulo equilatero del caso anterior podria incluir las acciones:
determinar el segundo vértice (A-1), determinar el tercer vértice (A-2),y dibujar el tridngulo (A-3); asu vez, cada
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accidn se realiza mediante operaciones (O) con el software que conducen tanto a los resultados intermedios
como al dibujo dindmico en su conjunto (Figura 3).

Aechive Eta \iats Opcistms. Hemarseniss Ventans Ayuds

Procedimiento de construceion del triangulo equilitero RN e I
A-I: Determinar el segundo vértice 2 LA
0-1.1: Se traza la cireunferencia ¢ con centro P y radio m
Circunferencia: cenfro y radio
0-1.2: Se fija un punto C sobre la circunferencia ¢ ~ Punto

A-2: Determinar el tercer vértice
0-2.1: Se traza la circunferencia d con centro (' y que pasa
por P — Circunferencia (centro, punta)
(-2.2: Se intersecan las cireunferencias ¢ v d en el punto D
Interseccion
A-3: Dibujar el tridngulo
0-3.1: Se dibuja el tridngulo con wvértices P, Cy F -

Poligono

FIGURA 3
Ejemplo de acciones y operaciones en una construcciéon con GeoGebra
Elaborado por los autores

Sibien GeoGebra ofrece a los usuarios ciertas conceptualizaciones de los objetos geométricos, asi como un
espacio de trabajo para experimentar con estos contenidos, es importante resaltar que este artefacto por si solo
es insuficiente para lograr que estas conceptualizaciones se revelen a la conciencia de los futuros profesores.
Para que esto ocurra, es necesario que una actividad formativa haga aparente los contenidos conceptuales
que portan las herramientas de construccién del GeoGebra. Solo en presencia de una actividad formativa
orientada hacia este reconocimiento, podriamos preguntarnos: ¢de qué manera el SACEG, vinculado a
una tarea de construccién con GeoGebra, se transforma en objeto de conciencia para el formador y los
futuros profesores? Seguidamente presentamos la estrategia metodoldgica adoptada para tratar de responder
la pregunta de investigacién.

METODOLOGIA
La actividad formativa

Para responder la pregunta de investigacién, disehamos una actividad formativa que atiende a las
componentes de la labor conjunta introducidas por la TO (RADFORD, 2017b). Una descripcién mds
detallada de ese disefio se encuentra en Prieto y Arredondo (2020).

La primera componente @ de la labor conjunta se refiere a la estructura de objetivo, metas y tareas que
conforma el proyecto diddctico del profesor. Siguiendo esta estructura, nos planteamos como objetivo de
la actividad formativa el reconocimiento consciente y progresivo del SACEG a partir de la construccién
de objetos geométricos (p. ¢j., dngulos, tridngulos y cuadrildteros) con el software GeoGebra. Para dirigir
la actividad hacia su objetivo, identificamos tres mezas de la formacién: (i) construir un dibujo dindmico
con GeoGebra que fuese representativo de un objeto geométrico con ciertas propiedades, (ii) comunicar (de
manera oral y/o escrita) el procedimiento de construccién del dibujo dindmico, y (iii) justificar la consistencia
geométrica del dibujo producido.

Finalmente, para alcanzar las metas de la actividad formativa, elaboramos un conjunto de tareas de
construccidn con caracteristicas similares a las clasicas tareas de produccién de Cabri-dibujos que propone
Laborde (1997). Definimos el contenido conceptual de las tareas a partir del andlisis de algunas proposiciones
(construcciones con regla y compds), seleccionadas desde tratados antiguos y modernos de geometria
euclidiana (EUCLIDES, 1991; MOISE; DOWNS, 1966; SIMSON, 2014; TOSCA, 1757) segun la
relevancia histérica de estos problemas (en funcién de su presencia en el curriculo de matemdticas chileno).
En total, elaboramos 16 tareas de construccion, algunas referidas a rectas notables, angulos, tridngulos y
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cuadrildteros. Siguiendo la misma estructura de las proposiciones seleccionadas (enunciado, hipdtesis y
tesis), decidimos que el enunciado de cada tarea de construccion hiciera mencidn del objeto geométrico
a ser construido, planteara unas preguntas orientadoras ¢ incluyera una hoja de trabajo (en formato de
archivo .ggb) con las condiciones iniciales de la construccion y sobre la cual debian producirse los dibujos
dindmicos (Figura 4).

La segunda componente ®@ de la labor conjunta se refiere a la actividad de ensefianza-aprendizaje
propiamente dicha, esto es, al proceso mediante el cual el saber se materializa en conocimiento (RADFORD,
2017b). Aunque esta componente puede verse afectada por la estructura @, su naturaleza dialéctica hace de
la actividad un proceso sujeto a cambio, situado en un espacio-tiempo determinado, e imposible de anticipar.
Sin embargo, adoptamos la perspectiva de momentos de la labor conjunta que propone Radford (2017b)
para organizar la actividad formativa en cuatro momentos: (M1) presentacion de la tarea, (M2) bisqueda de
respuestas, (M3) discusiones en equipos, y (M4) puesta en comiin.

it

Tarea GGB-4b

El archivo GGB-4 muestra los segmentos m y n, y un
punto P. Con estos elementos:

a) Construir un tridngulo rectangulo para el cual dos de sus
lados midan m y n, y uno de sus vértices sea P.

b) Comunicar la soluciéon de la tarea, destacando: (i) el
procedimiento de construccion del tridngulo (justi-
ficando las acciones emprendidas) y (ii) la forma de
validar el procedimiento de construccién: ;Coémo se B —
puede asegurar que el dibujo obtenido es el esperado?

FIGURA 4
Ejemplo de una tarea de la actividad

Elaborado por los autores

En el M4, una o varias respuestas producidas en el M2 se usan como materia prima para la produccién
de la obra comtin. En este momento, se pide a los futuros profesores que compartan sus obras (completas o
inconclusas) al resto del grupo, promoviendo el didlogo sobre ideas geométricas importantes (STEINerz 4/,
2008) parala consecucion del objetivo de la actividad. En grupos de 3 estudiantes, decidimos descartar el M3.

Participantes y contexto

Las tareas de construccién se implementaron en 2019, durante un curso optativo del VIII semestre de la
carrera de Pedagogia en Matemiticas de una universidad al sur de Chile. El curso estuvo compuesto por el
formador vy tres futuros profesores (proximos a egresar de la carrera), los cuales identificamos aqui con los
pseuddénimos Layla, Gonzalo y Fernando. En este articulo analizamos la actividad alrededor de la resolucién
de una tarea de construccién (Figura 4) que admitfa dos respuestas posibles segtin se considerase: (1) que my
n fuesen los tamanos de los catetos del tridngulo, o (2) que el mayor tamafio (n, en este caso) correspondiese
ala hipotenusa. Nuestra investigacion se sittia en la puesta en comin (M4) de la repuesta de Layla al caso (2),
en la que esta joven participd junto a Gonzalo y el formador.

Seleccionamos este caso por dos razones. En primer lugar, la obra comun difiere del procedimiento
de construccién sugerido por Tosca (1757). En segundo lugar, el movimiento de transformacién de la
conciencia manifestado en la actividad se vincula con la conceptualizacién de la herramienta Poligono.

Datos de la investigacién

Para recolectar la informacidn, colocamos una cdmara de video en la sala del curso que nos permitié capturar
la complejidad de las interacciones sociales producidas alo largo de la actividad formativa. Junto ala grabacién
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en video, otras fuentes de informacién fueron (i) las hojas de trabajo con las construcciones realizadas antes
y durante la puesta en comun, y (ii) los registros fotograficos de la informacion colocada en la pizarra (p. ¢j.,
procedimientos de construccion, dibujos a mano alzada, etc.).

En cuanto alos datos de la investigacidn, éstos fueron producidos a partir de la transcripcion del video que,
en principio, registraba el discurso verbal (en forma oral y escrita) y no verbal producido por Layla, Gonzalo
y el formador para referirse al objeto de la tarea. Para elevar la calidad de la transcripcidn, los textos fueron
enriquecidos con imagenes del instante en el que se producen los discursos, mostrando asi esos elementos
de interaccién y comunicacién no verbal (p. ¢j., emocionalidad transmitida mediante expresiones faciales,
gestos, posturas corporales, etc.) que tuvieron lugar durante la puesta en comin, pero que no fueron faciles
de representar en un texto escrito. Consideramos que estos elementos son importantes para el anélisis de los
datos (PINHEIRO et 4l., 2005).

Analisis de los datos

En el analisis de los datos, nos interesamos por comprender y describir los procesos de objetivacion del
SACEG que ocurrieron en la puesta en comun de la respuesta de Layla.

Dos consideraciones sobre tales procesos guiaron el andlisis. Por un lado, tuvimos en cuenta la naturaleza
multimodal del pensamiento humano (RADFORD ez 4l., 2009) en el sentido de poner atencién tanto a
los distintos recursos semidticos puestos en juego en la actividad como a los modos en que los participantes
empleaban (o0 no) de manera integrada estos recursos para producir significados. Por otro lado, al tratarse
de una realidad de corta duracién, en la que interviene un numero reducido de individuos, asumimos un
enfoque de andlisis microgenético (LAVELLI ez al., 2005). Este enfoque hacia posible la observacion del
movimiento dialéctico de cambio subjetivo del SACEG en objeto de conciencia, mientras la respuesta de
Layla se transformaba en obra comun. En la perspectiva histérica-dialéctica, el movimiento de la conciencia
se enciente como un proceso que implica:

[...] reflexionar sobre la realidad a partir de lo empirico (la realidad dada, lo real aparente, el objeto tal como aparece a primera
vista) y, a través de abstracciones (elaboraciones de pensamiento, reflexiones, teorfa), llegar a lo concreto: una comprensién
més elaborada de lo que es esencial en el objeto, un objeto de sintesis de determinaciones multiples, pensamiento concreto

(PIRES, 1997, p. 87).

A partir de estas consideraciones, realizamos un anilisis de la transcripcién en cuatro etapas. La ezapa 1
consisti6 en identificar episodios que mostraran las acciones emprendidas por Layla, Gonzalo y el formador
para lograr el objetivo de la actividad. Esto implicé reconocer la orientacién que los participantes daban a
estas acciones durante la puesta en comun, considerandolas como componentes estables de la interaccién que
surgen de las particularidades de la actividad formativa en la que se realizan. De esta manera, obtuvimos una
panordmica de la labor conjunta que permitié la materializacién del SACEG.

La etapa 2 consistié en determinar el modo en que el SACEG vinculado a la tarea de construccién
se manifestaba en cada episodio. Particularmente, identificamos aquellas acciones y operaciones de la
construccién que se discuten en los episodios, buscando establecer vinculos entre el procedimiento de
construccion y las acciones descritas en la etapa anterior. De esta manera, logramos reconocer el foco de las
discusiones entre el formador y los futuros profesores y, al mismo tiempo, las contradicciones que hacfan
avanzar estas discusiones hacia el reconocimiento del SACEG en movimiento.

La etapa 3 consistid en detectar evidencias de la produccién de significados para las acciones de la
construccién y de la transformacién de estos significados mientras dichas acciones se relacionaban con
la conceptualizacién detrds de la herramienta Poligono (usada por Layla para construir el tridngulo).
Reconociendo que, “en el curso de los procesos de objetivacidn, estudiantes y profesores producen acciones
multimodales” (RADFORD; SABENA, 2015, p. 166), en esta etapa realizamos una interpretacién de cémo
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Layla, Gonzalo y el formador combinaron sincronizadamente determinados signos y artefactos para hacer
inteligibles las acciones de construccién presentes en los episodios.

Para dicha interpretacién, nos apoyamos en dos constructos metodoldgicos sugeridos por la TO: nodo
semidtico y contraccién semiética. Por un lado, el nodo semidtico se define como “piezas de la actividad
semidtica del alumno, en donde la accidn, los gestos y la palabra trabajan juntas para lograr la objetivacion
del saber” (RADFORD e al., 2003, p. 56). En nuestro andlisis, los nodos semidticos comprenden aquellos
fragmentos de los procesos de objetivacién en donde se pone de manifiesto el trabajo coordinado del cuerpo
y otros signos de distintos sistemas semidticos para expresar significados geométricos de las operaciones de
la construccién con GeoGebra y posibles rutas de accién en el marco de la conceptualizacion detras de la
herramienta Poligono.

Por otro lado, la contraccion semidtica se refiere al mecanismo de “reorganizacion de los recursos
semidticos que ocurre como resultado de una mayor conciencia de los estudiantes sobre los significados
¢ interpretaciones matemdticas” (RADFORD; SABENA, 2015, p. 167). A través de la contraccidon
semidtica se revela la evolucion de los nodos semidticos hacia significados més refinados del saber puesto en
movimiento. En nuestro andlisis, la contraccién semidtica revela un refinamiento de los vinculos entre los
recursos semidticos movilizados por los participantes en los episodios, que es una consecuencia de la toma de
decisiones sobre aquello que es (0 no es) relevante para expresar los significados ¢ intenciones que se tienen.

Finalmente, la efapa 4 consistié en decidir la manera de presentar los resultados obtenidos en la etapa
anterior.

RESULTADOS

El anilisis de los datos nos permitié identificar tres episodios que revelan el movimiento de transformacion
de la respuesta de Layla en la obra comtn de la actividad. Describimos cada episodio usando evidencias de la
forma en que el SACEG se manifesté en la actividad.

La comunicacién del procedimiento de construccién

El episodio 1 da cuenta del esfuerzo realizado por Gonzalo y el formador para comprender el procedimiento
de construccién empleado por Layla. Para ello, la estrategia empleada por el formador consistié en pedirle
a la joven que reprodujera su construccién desde el inicio, a partir de una nueva hoja de trabajo con las
condiciones iniciales de la tarea (punto P y segmentos m y n). En respuesta a este pedido, Layla reprodujo
un procedimiento de construccion (Figura 5) distinto al creado por ella misma en el momento de busqueda
de respuestas. Las diferencias entre estos procedimientos se encontraban en la cantidad de operaciones, la
posicidon que éstas ocupaban en la secuencia, el tipo de herramientas de construccion utilizadas y el resultado
obtenido.
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No. Operacién — Herramienta utilizada:

1. Se traza la circunferencia e con centro Py radio m
- Circunferencia: centro y radio

2. Se fija el punto E sobre la circunferencia e - Punto

3. Se construye el segmento i con extremos Py E -
Segmento

4. Se traza la circunferencia / con centro Py radio n
- Compas

5. Se construye la recta p que pasa por Py es
perpendicular a i - Perpendicular

6. Se fija el punto F de interseccion entre la recta p y
la circunferencia / - Interseccion

7. Se construye el triangulo poligonol con vértices
E, Py F - Poligono

FIGURA 5
Procedimiento de construccion reproducido por Layla
Elaborado por los autores

Los datos sugieren que el cambio en el procedimiento de construcciéon compartido por Layla se debié
a la manera en que la joven entiende la resolucién del tipo de tarea propuesta. Al respecto, encontramos
evidencias de un modo de proceder caracterizado por la realizacién de operaciones de construccién
prestablecidas que no requieren ser comprendidas. Por ejemplo, al comunicar la construccién de la recta p
(operacién 5), Layla se apoyé en una operacién similar entre aquellas que fueron aplicadas al caso 1 (en que
m y n son los tamanos de los catetos), y que ella misma tomé de la pizarra (linea 68).

»

68. Layla: Después... ¢:En qué quedé? [voltea hacia la pizarra (Imagen 27a)] “Se construye la circunferencia ...” [lee la
operacién 4 de la pizarra (Imagen 27b)]. “Se construye la recta perpendicular” [lee parte de la operacién 5 escrita en la pizarra
(Imagen 27b), luego voltea hacia el computador (Imagen 27c)].
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IMAGEN 27

Durante su intervencién, Layla redujo el acto de comunicar el procedimiento de construcciéon a la
enunciacion de la herramienta usada en cada operacién, mientras mostraba a los presentes cémo ella utiliz6
la herramienta en cuestion (linea 56). En su proceder, la joven parecia no comprender que el procedimiento
descrito le estaba conduciendo a una respuesta incorrecta, mostrandose avergonzada y perpleja (linea 76)
cuando, con la ayuda del formador (linea 74), terminé por reconocer este hecho (linea 72).

56. Layla: [Dibuja el segmento i con extremos Py E (operacién 3)]. Luego del segmento, voy a la herramienta Compéds [hace
clic sobre el segmento n, y luego centra la circunferencia h en P (operacién 4)].

72. Layla: Este es el poligono [construye el tridngulo con vértices P, E y F (operacién 7, Figura 5). Luego, mira con
extrafieza su dibujo y voltea hacia el formador]. jAh, ya!, pero esto fue lo que...

74. Formador: Esto fue lo que hizo tu compaiero [Gonzalo], ;cierto? [haciendo alusién al procedimiento del caso 1,
escrito en la pizarra].

78. Layla: Si. ;Qué fue lo que hice? [sonrie y se tapa la boca con la mano (Imagen 37)].
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IMAGEN 37

La contradiccién en el procedimiento de construccién

Las diferencias entre la construccion de Layla (Figura 5) y la respuesta esperada por el formador dieron lugar
a una contradiccidn en cuanto a la localizacion del tercer vértice del tridngulo (accién 2 de la construccién):
el vértice F no conduce a un tridngulo rectangulo con hipotenusa de tamano n. El episodio 2 relata el esfuerzo
realizado por Gonzalo y el formador para hacer que Layla reconociera la causa de esta contradiccién en su
construccion.

Gonzalo fue el primero en dar a conocer la contradiccién en la construccién de Layla, interrumpiéndola
en dos ocasiones (p. ¢j., cuando la joven comunicaba la operacién 1, lineas 41-44) para objetar el trazado de
la circunferencia h (operacién 4). Al notar que la intervencién de Gonzalo incomodaba a Layla (ver linea 59,
Imagen 22b), el formador pidi6 al joven permitir a su compafiera continuar con la explicacion.

41. Layla: Construi la circunferencia... [es interrumpida por Gonzalo (Imagen 16)].

IMAGEN 16

42. Gonzalo: jAh no! Eso es igual [seniala las operaciones 1, 2 y 3 que habian sido escritas en la pizarra]. Solamente que ahi
tienes un paso [operacion] de mds.

43. Layla: ;Un paso de qué?

44. Gonzalo: Hay un paso que no ocupas [utilizas]. Hiciste una circunferencia que no ocupas [se refiere ala circunferencia
h].

59. Formador: Pero, deja que Layla termine [se sonrie mientras contintia (Imagen 22a)]. Deja que termine [Layla se lleva
las manos a la cabeza mientras rie (Imagen 22b)].

IMAGEN 22

Ante el estado de conmocién de Layla hacia el final del episodio 1, el formador procurd acercar a la
joven a la contradiccién mediante un recuento de las operaciones de la construccién, el cual acompand
con cuestionamientos sobre las operaciones 4, 5 y 6, relacionadas con el vértice .. Con ello, el formador
no solo buscd tal acercamiento, sino también mostré a los estudiantes una manera de comunicar el
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procedimiento de construccién (distinto del modo de Layla), en el cual él enunciaba cada operacién (en
orden ascendente) mientras senalaba con la mano el dibujo correspondiente (o sus elementos) sobre la
pizarra. La linea 80 muestra un ejemplo del uso coordinado que hizo el formador del habla y los gestos para
comunicar la operacién 1 (Figura 5). Ya que el formador menciond los elementos necesarios para emplear
la herramienta Circunferencia: centro y radio, es posible que su forma de enunciacion estuviera guiada por la
conceptualizacién de las herramientas de construccion usadas en cada operacion.

80. Formador: A ver Layla, antes que deshagas tu construccién, vamos a repetir lo que hiciste. Primero, construiste la
circunferencia e [gira su dedo indice por la curva (Imagen 39a)], con centro P [sefiala al punto (Imagen 39b)] y radio m
[sefiala el segmento de tamafio n con sus dedos indice y medio extendidos (Imagen 39¢).

IMAGEN 39

Aunque el cuestionamiento sobre el tercer vértice del tridngulo empezé con Gonzalo, fue el formador
quien comenzd a revelar el origen de la contradiccién: la omisién de la relacion de posicion entre el angulo
recto y la hipotenusa de tamafo n. De hecho, poco antes de iniciar el recuento, él cuestiond la pertinencia
de la circunferencia h (operacién 4) para la construccidn, al no lograrse con ella el tamafio n deseado parala
hipotenusa del tridngulo (linea 77).

77. Formador: Layla, ahora necesito que esta medida [se refiere a la distancia PF], ésta [coloca sus dedos pulgar e indice sobre
los puntos P y F (Imagen 36a)], sea la [medida] de la hipotenusa [usa el mismo gesto anterior para referirse a la distancia

PE (Imagen 36b)].

IMAGEN 36

Durante el recuento, el formador también consideré importante que Layla cuestionara el trazado de la
circunferencia h. Para ello, intent6 que la joven reconociera, en la relacién de posicién que mantienen el
dngulo recto y la hipotenusa en el tridngulo rectingulo, aquel hecho geométrico que permite objetar la
construccién de h. Esto comenzd a tener lugar cuando el formador puso en entredicho la localizacion del
vértice del dngulo recto en P (lineas 85 y 86), haciendo ver que una decisién como esa implicaba centrar la
circunferencia de radio n (linca 87) en E (el otro extremo de i), cuestién que Layla habia pasado por alto.

85. Formador: Después te pregunté en donde iba a estar [localizado] el 4ngulo recto. ¢Y qué me respondiste?

86. Layla: En P.

87.Formador: En P. Si el 4ngulo estd en P, [entonces] E debe ser extremo del nuevo lado, o de la hipotenusa [mantiene el
dedo indice izquierdo en Py el dedo indice derecho en E (Imagen 45)]. Y el otro extremo deberfa estar en otra parte. ¢ Lo viste?
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IMAGEN 45

Para tratar de mostrar la consecuencia de localizar el 4ngulo recto en P, el formador expuso dos ideas. En
primer lugar, él menciond la localizacién de la hipotenusa en frente del dngulo recto del tridngulo (linea 89),
pero sin conectar la idea con el tamafo n de dicho lado (condicién de la tarea). En segundo lugar, ¢l validé
la construccién de la recta p (operacién 5) en cuanto objeto que garantizaba la existencia del 4ngulo recto en
P (p es perpendicular a i) (linea 91). Con todo esto, el formador ofrecié una explicacién de la contradicciéon
presente en la construccién de Layla, la cual estuvo basada en la relacién de posicion entre el dngulo recto y
la hipotenusa del tridngulo que no se considerd al momento de definir la circunferencia h. Sin embargo, este
asunto no parecia ser tan evidente para Layla (linea 92).

89. Formador: Es decir, el lado [la hipotenusa] se debe oponer [sefiala con la palma de la mano el lugar que ocupa el lado
opuesto al dngulo recto en el dibujo (Imagen 47)], tiene que ser opuesto a este dngulo [al mismo tiempo, sefala el vértice

P del 4ngulo].

IMAGEN 47

91. Formador: La recta tiene sentido que se construya, ya que esta perpendicular [desplaza su mano sobre la recta p (Imagen
49a)] te garantiza que este dngulo sea recto [sefiala el d4ngulo recto (Imagen 49b)]. ;Cierto? Est4 bien. El problema parece
que estd aqui Layla [sefiala el punto F en la construccién (Imagen 49¢)].

oy &

92. Layla: Ya, profesor.

IMAGEN 49

La superacion de la contradiccién

En respuesta a las ideas del formador, Layla reconocié haber tomado una decision distinta de la operacién
4 (Figura 5) al construir la circunferencia h durante la bisqueda de respuestas, ¢ intenté hacerse explicar
(linea 98). Sin embargo, las dificultades que presentaba la joven para comunicar esta operacién de la manera
que lo hacia el formador le condujeron a mostrar lo hecho mediante la manipulacién directa del dibujo
dindmico en la pantalla. En concreto, Layla deshizo las operaciones 5, 6 y 7 de la construccién (Figura 5) e
incluy6 nuevas operaciones (5%, 6*, 7* y 8*) que agudizaron su estado de incomprensién (linea 100). Ante la
duda del formador (linea 101), Layla terminé reconociendo que habia fallado en su intento por superar la
contradiccién detectada en su construccién inicial (linea 102).
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98. Layla: Es que, lo que paso fue que, yo primero lo hice asi. Lo hice al revés al de Gonzalo [hace un giro de su mano derecha
con los dedos indice y medio extendidos para sefialar que su construccion original habia considerado al 4ngulo recto en E,
y no en P (Imagen 54)]. Lo hice al revés. Ya, asi como. Le hice el, el... [se queda callada, mientras mira su construccién en

la pantalla del computador].

o —r

IMAGEN 54

100. Layla: [Deshace algunas acciones de su construccién. Luego, construye la recta j que pasa por E perpendicular a i
(operacién 5*), y la circunferencia k con centro E y radio n (operacién 6*) (Imagen 56a)]. Lo que hice después, creo, fue
que ubiqué desde ahi [determina el punto F de interseccidn entre las circunferencias h y k (operacién 7*), y luego traza el
segmento | con extremos E y F (operacién 8*) (Imagen 56b)]. Y, al ubicarlo ahi, tengo n de ahi [punto E] hasta ahi [punto F].

IMAGEN 56

101. Formador: Muy bien, pero...
102. Layla: Pero, si. Si, llegué a eso, que me daba is6sceles. Chuta, ¢qué hice? [se tapa la boca con la mano con cierta

vergiienza y suclta una carcajada (Imagen 57)]. A ver, después... Ya. Después... [se toma la nuca con la mano izquierda

(Imagen 57b)].

IMAGEN 57

Para terminar de rehacer su construccién, Layla dibujé el poligono con vértices P, E, F (operacién
9*), obteniendo un tridngulo isésceles en lugar de uno rectangulo (linea 105). Esta nueva situacién fue
aprovechada por el formador para involucrar a Gonzalo en la actividad, encargindole la misién de guiar a su

compaiiera en la superacién de las contradicciones del momento (linea 111).

105. Layla: Es que [el tridngulo] me da isésceles [construye el tridngulo con vértices P, E y F (operacién 9*) (Imagen 59)].

Luego hice otras cosas que...
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IMAGEN 59

111. Formador: ;Cémo la podemos ayudar para que ella reconozca los problemas en su construccién y, poco a poco, logre
la solucién? Yo me voy a mover por aqui [se mueve a otro punto de la sala] y te dejo interactuando con tu compafiera.

La intervencidn de Gonzalo partié objetando la construccién del punto F (operacion 7*) a través de un
discurso de palabras y gestos, similar al usado por el formador en sus intervenciones que preceden (lineas
121-125). Este discurso estuvo referido al problema con la nueva construccion (el tridngulo con vértices P,
E y F eraisosceles, lineas 121-124) y su relacion con parte del procedimiento euclidiano de construccion de
la bisectriz de un 4ngulo, tratado en un encuentro anterior (linea 125).

121. Gonzalo: Ya. El punto F salié de la interseccidn entre dos circunferencias. ; Cierto?

122. Layla: Si.

123. Gonzalo: jPero! Eh, esas dos circunferencias claramente te dan un tridngulo... isdsceles...

124. Layla: Is6sceles.

125. Gonzalo: ... que es el proceso que nosotros seguimos para dividir este dngulo en dos [sefiala el 4ngulo PFE (Imagen
68)]. Por lo tanto, obviamente, el 4ngulo no es recto.

IMAGEN 68

Para Gonzalo, el problema de definir el punto F a partir de la interseccién de las curvas h y k podia superarse
al prestar atencién a la recta j (operacién 5% linea 127). Con su intervencién, el joven colocd nuevamente
en discusion la necesidad de pensar en la posicién relativa del d4ngulo recto (ahora, con vértice en E) y la
hipotenusa en un tridngulo rectdngulo; relacién ésta que permitirfa definir el tercer vértice del tridngulo
(acci6n 2 de la construccidn) como la interseccién de la recta j y la circunferencia h (centrada en P).

127. Gonzalo: Ahora, tt tienes la perpendicular en el vértice E. Entonces la perpendicular es la que te tiene que dar la
respuesta.

Pese al esfuerzo de Gonzalo, Layla continuaba confundida al punto de creer que el problema estaba en
el cambio de vértice del 4ngulo recto y no en la forma de determinar el punto F (operacién 7, lineas 131-
133). De hecho, cuando Gonzalo intenté hacerla pensar en el vértice F, Layla se refirié al punto como la
interseccién de la recta p y la circunferencia k, aludiendo nuevamente al procedimiento de construccion
para el caso en que los catetos tienen tamafio m y n (caso 1) (lineas 139-140). A diferencia de sus primeras
intervenciones, Layla ac4 utilizé simultdneamente pronombres/adverbios demostrativos (p. e., éste/a, acd) y
gestos de sefialamiento con su dedo indice para referirse a los elementos de la construccién.

131. Layla: O sea, que tendrfa que cambiar ésta [sefiala la recta j, perpendicular a i por E] a ésta [senala con su dedo el punto

P] (Imagen 73).
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IMAGEN 75

132. Formador: ;Por qué?
133. Layla: Porque me estds diciendo [dirigiéndose a Gonzalo] que ésta [recta j] no va aqui [desliza su dedo por la recta
j de arriba hacia abajo (Imagen 74)].

r

IMAGEN 74

139. Layla: Porque si coloco este punto [sefiala el punto F (Imagen 77)] acd [sefiala la interseccién de la recta j y la
circunferencia k] esto seguirfa midiendo 8 [se refiere a la distancia de E al punto de interseccién de j y k].

'

IMAGEN 77

Con la presién del momento, Gonzalo realizé una pregunta que sugeria a Layla cémo proseguir con la
construccién para resolver el problema existente (linea 142). En consecuencia, la joven acudié al computador
para eliminar la circunferencia k (por sugerencia de la pregunta) y observar el resultado de lo hecho (linea
143). Sin la presencia de k, Gonzalo traté de guiar a Layla al tercer vértice del tridngulo refiriéndose al cateto
definido a partir de los vértices P y E (accién 1 de la construccién) e invitando a su compaiera a determinar
el otro cateto en funcién de sus extremos (E y el punto de interseccién de la recta j y la circunferencia h,
lineas 147-151).

142. Gonzalo: Pero eso es considerando la circunferencia k. ¢Qué pasaria si eliminas la circunferencia k?

143. Layla: [se dirige al computador y elimina la circunferencia k].

147. Gonzalo: Entonces tienes el primer lado [Gonzalo sefiala los vértices P y E (Imagen 79a)] y tienes un lado aqui
[desplaza la mano desde el punto E hasta la interseccién de j y h, luego se regresa (Imagen 79b)], podrias generar un lado
[repite el movimiento anterior].

IMAGEN 79

148. Layla: Si.
149. Gonzalo: No tenemos la medida [del cateto] ¢cierto?
150. Layla: [asiente con la cabeza].
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151. Gonzalo: Entonces, ¢de dénde podria salir la medida de n? ;Hay algtin punto alli donde yo pueda asegurar que la
medida es n? [se refiere al tercer vértice del tridngulo].

Tras someterse a preguntas mas precisas por parte de Gonzalo, Layla reconocié la existencia del tercer
vértice del tridngulo como el punto de interseccién entre la recta j y la circunferencia h, de manera que la
hipotenusa (con extremos P y dicho punto) fuera de tamano n (linea 163). Al término de su intervencion,
Gonzalo destac6 que la construccion que ellos anticipaban en ese momento les permitia determinar tres
clementos caracteristicos del tridngulo: el cateto (al que el joven llama base), el d4ngulo recto en E y la
hipotenusa de tamafio n (linea 166). Incluso, el joven fue capaz de prever el procedimiento de construccién
del tridngulo para cuando el vértice del 4ngulo recto estuviera fijado en P (linca 168).

163. Layla: Si, ésta [seiala la hipotenusa, desplazando su dedo desde P (Imagen 80a) hasta la interseccién de j y h (Imagen
80b)].

IMAGEN 80

166. Gonzalo: Entonces, ya tengo una base [sefala el lado desplazando su dedo indice desde P hasta E (Imagen 81a)] que
es m [se refiere al tamano del lado]. Tengo mi dngulo recto [sefiala el dngulo (Imagen 81b)], y mi hipotenusa [senala el
lado desplazando su dedo indice desde P hasta la interseccién de j y h (Imagen 81c)] que serfa n [se refiere al tamano de la

y

hipotenusa].

IMAGEN 81

168. Gonzalo: Y alli lo tengo [el tridngulo], con el vértice [del 4ngulo recto] en E. Y si fuera P [el vértice del 4ngulo recto],
también se podria hacer [la construccién], pero con la circunferencia, en vez de centrada en P, centradaen E.

Tras lograrse lo anterior, no encontramos evidencias del establecimiento de relaciones entre la descripcion
del tridangulo rectingulo ofrecida por Gonzalo y la conceptualizacién de la herramienta Poligono, usada en
su construccion.

CONSIDERACIONES FINALES

En este articulo, el cual es parte de una investigacién doctoral, estudiamos los procesos de objetivacion del
SACEG presentes en una actividad formativa que convocé a dos futuros profesores y el formador en la
construccién con GeoGebra de un tridngulo rectingulo con ciertas propiedades. En particular, analizamos el
movimiento de transformacién del SACEG (asociado a la tarea propuesta) en un objeto de reconocimiento
o de conciencia para estos sujetos. De este modo, identificamos tres episodios de la actividad formativa
que revelan el modo en que Layla, Gonzalo y el formador tomaron conciencia del procedimiento de
construccién con GeoGebra del tridngulo rectiangulo, expresado como una forma de realizacién concreta de
la conceptualizacion detras de la herramienta Poligono. En conclusion, el analisis nos permiti6 reconocer tres
hallazgos.

El primer hallazgo se refiere a las contradicciones inherentes a la produccién del dibujo dindmico que
daba respuesta a la tarea y, particularmente, al modo en que estas contradicciones impulsaron la actividad
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formativa durante la puesta en comun. Estas contradicciones surgieron a partir de las relaciones de oposicion
que mantenian, por un lado, la construccién de Laylay, por otro lado, el reflejo del resultado esperado en la
conciencia de Gonzalo y el formador. En lineas generales, encontramos que los participantes se mostraron
dispuestos a reflexionar sobre las contradicciones inherentes a la produccion del dibujo dindmico (la respuesta
ala tarea), aceptdndolas, recorriéndolas y procurando su superacion en cada momento (PIRES, 1997).

Por ejemplo, en el episodio 1 observamos que Layla emple6 un procedimiento de construccién con
GeoGebra que negabala posibilidad de traer ala realidad un tridngulo rectangulo con hipotenusa de tamano ..
En el episodio 2 vimos que la discusién se centré en la determinacién del tercer vértice del tridngulo (accion
2 de la construccion), en cuyas operaciones estarfa la causa de las contradicciones. En este episodio, aunque
el formador ofrecié una explicacién del problema con el dibujo (basada en la posicién relativa de los lados de
un tridngulo rectdngulo), Layla no logré reconocer en el trazado de la circunferencia . (operacion 4, Figura
5) el origen de las dificultades en su dibujo.

Esto ultimo se hizo evidente en el episodio 3 cuando, al tratar de corregir el problema con h, Layla no pudo
reconstruir un tridngulo rectangulo ajustado a la tarea, agudizando mis la situacién. No obstante, pudimos
notar que la tensién existente en este episodio impulsé un cambio favorable en las condiciones de produccion
del tercer vértice del tridngulo, de cara a la solucién de la tarea. En otras palabras, la materializacién de la
respuesta esperada estuvo condicionada por la produccién de respuestas no apropiadas a las demandas de
la tarea, las cuales se convirtieron en una fuente de desarrollo del aprendizaje. Siguiendo a Radford (2020),
podemos concluir que las contradicciones surgidas en la puesta en comtn fueron el motor que impulsé la
actividad formativa y la mantuvo siempre en movimiento.

El segundo hallazgo se relaciona con los medios semidticos de objetivacién que operaron como una unidad
inseparable para hacer aparente las emociones, intenciones y acciones de Layla, Gonzalo y el formador en
procura de una respuesta conjunta a la tarea planteada. Como esperabamos, el uso coordinado de palabras,
gestos y simbolos fue crucial durante la toma de conciencia de la conceptualizacién detras de la herramienta
Poligono. Sin embargo, vemos importante destacar los problemas con el uso de estos medios semidticos para
evidenciar y materializar el procedimiento de construccién del tridngulo rectangulo esperado. Por ejemplo,
en el episodio 2, el formador ofreci6 una explicacién de la causa de la contradiccién en el dibujo dindmico
a través de palabras, gestos y dibujo (trazos y notacidn geométrica), pero este esfuerzo no fue suficiente para
que Layla imaginara la relacién de posicion entre la hipotenusa de tamafo n y el angulo recto en Py, con ello,
cuestionara la localizacién del tercer vértice del triangulo.

También queremos destacar los distintos gestos presentes en la comunicacién del procedimiento de
construccién. Por un lado, observamos que los gestos de senalamiento (con el dedo indice extendido)
aparecieron con frecuencia como movimientos espontineos de la mano (sintonizados con palabras) para
indicar la ubicacidn de los elementos auxiliares en la construccion. Desde la perspectiva de McNeill (2000),
estos gestos son de tipo deicticos ya que cumplen la funcién de senalar objetos o posiciones en el espacio.
Por otro lado, notamos otros tipos de gestos presentes en la actividad. Por ejemplo, en el episodio 1 (linea
77) el formador extendié los dedos indice y pulgar de su mano izquierda para capturar el tamafio del cateto
y trasladarlo hacia la hipotenusa del tridngulo. Mds adelante, en el episodio 3 (lineas 163 y 166), Layla y
Gonzalo trazaron la hipotenusa del tridngulo a través de un movimiento de sus dedos indice extendidos desde
un extremo al otro, mientras se referfa a estos objetos. Siguiendo con McNeill (2000), mientras que, en el
primer caso, el gesto es de tipo icdnico debido a la semejanza que mantiene el signo con la idea de tamano de
un segmento, en el segundo caso, el gesto es ritmico ya que los futuros profesores mueven la mano al ritmo de
sus palabras para conceptualizar la hipotenusa del tridngulo.

El tercer hallazgo tiene que ver con el rol de Gonzalo y el formador durante los procesos de toma
de conciencia de la conceptualizacién detrds de la herramienta Poligono. En los episodios notamos que
estos sujetos intentaron relacionar la construccidon del Layla (sus aciertos y sus contradicciones) con
ciertas descripciones del tridngulo rectingulo, buscando favorecer el encuentro con el SACEG puesto en
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movimiento. Por ejemplo, en el episodio 2 el formador colocé en didlogo un posicionamiento subjetivo sobre
el tercer vértice del tridngulo a partir del cual la determinacion de este punto (accién 2 de la construccién)
implicaba la localizacién del dngulo recto y la consideracion de la posicion relativa de este dngulo y la
hipotenusa. En el episodio 3, Gonzalo tomé esta contribucion del formador y entregd una ampliacién de
la idea que destacaba el tamafio n de la hipotenusa. Consideramos que ambas formas de aproximacién
al SACEG contribuyeron a crear las condiciones de posibilidad y reconocimiento del procedimiento de
construccién con GeoGebra del tridngulo rectdngulo para el cual el tamafio de la hipotenusa era n.

Pese alos esfuerzos realizados para dar cuenta de los procesos de objetivacién del SACEG presentes en una
actividad formativa centrada en construcciones euclidianas con GeoGebra, el hecho de analizar lo ocurrido
en una tnicaactividad dentro de una propuesta formativa de un semestre (PRIETO; ARREDONDO, 2020)
hace necesario contrastar estos resultados con los andlisis de actividades posteriores al caso que reportamos
aqui, lo que permitirfa una mejor comprensién del movimiento de toma de conciencia del SACEG a lo
largo del tiempo. Ademas, si consideramos que el aprendizaje en la TO es tanto conocer como devenir
(RADFORD, 2020), estamos en deuda con los lectores en cuanto al andlisis de los procesos de subjetivacion
presentes en la actividad formativa que hemos analizado. Este tipo de informacién nos ayudaria a dar sentido
a ciertas cuestiones de los procesos de objetivacién que solo pueden explicarse a través de la ética movilizada
en la formacién.
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NoTas

[1] En realidad, la TO considera que “cl aprendizaje es tanto conocer como devenir” (RADFORD, 2017a, p. 97). Sin
embargo, en nuestro estudio decidimos aproximarnos al aprendizaje del saber acerca de las construcciones euclidianas
con GeoGebra desde el ¢je del conocimiento, dejando como una cuestién abierta los aspectos del andlisis que tratan este
fenémeno desde el eje de los sujetos.

[2] Por dibujo dindmico se entiende el dibujo creado con un software dindmico, de manera que “[...] conserve ciertas
propiedades espaciales impuestas cuando se desplace uno de los puntos basicos del dibujo.” (Laborde, 1997, p.42).
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