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Resumen: Las conexiones matemadticas son competencias
necesarias que se deben desarrollar en los estudiantes para
la comprensién de conceptos en matemdticas en cualquier
nivel educativo. Ademds, la historia de la matemdtica es un
contexto del que emanan conexiones para la construccion
de conocimiento. Por lo cual, en este articulo se presentan
algunas conexiones intramatematicas identificadas al resolver
tareas sobre la clasificacién de los grupos de orden cuatro
fundamentada en un andlisis histérico y epistemoldgico del
concepto de grupos isomorfos. La investigacién es cualitativa y
su disefio es un estudio de caso. Para la recoleccién de datos se
aplicd una entrevista. Los datos se analizaron desde un analisis
cualitativo de texto. Los resultados indican que existen, por
lo menos, tres conexiones asociadas a los conceptos de grupo,
isomorfismo y grupos isomorfos de los siguientes tipos que son
comparacion a través de caracteristicas comunes, derivacion,
procedimiento y relacién parte-todo. Se concluye que las tareas
disefiadas con una fundamentacién histérica favorecen para la
apreciacién conectada de los conceptos y resultados matematicos
en relacion con los problemas e ideas que los generaron, haciendo
explicitas las conexiones matemdticas.

Palabras clave: Investigacién  histérica, Conexiones
matematicas, Grupos isomorfos, Comprcnsi(')n conceptual,
Educacién Matematica.

Abstract:  Mathematical ~ connections  are  necessary
competencies to be developed in students for the understanding
of concepts in mathematics at any educational level. In addition,
the history of mathematics is a context from which connections
emanate for the construction of knowledge. Therefore, this
paper presents some intra-mathematical connections identified
when solving tasks on the classification of groups of order four
based on a historical and epistemological analysis of the concept
of isomorphic groups. The research is qualitative, and its design
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is a case study. An interview was used for data collection. The
data were analyzed from qualitative text analysis. The results
indicate that there are at least three connections associated with
the concepts of group, isomorphism, and isomorphic groups
of the following types which are comparison through common
features, derivation, procedure, and part-whole relations. It is
concluded that the tasks designed with a historical foundation
favor the connected appreciation of mathematical concepts and
results in relation to the problems and ideas that generated them,
making mathematical connections explicit.

Keywords: Historical research, Mathematical connections,
Isomorphic groups, Conceptual understanding, Mathematics
Education.

INTRODUCCION

La importancia de la integracién de la historia de las matemdticas en los procesos de su ensefianza y
aprendizaje comprende diversos argumentos que consideran una mejora en laaprehension de las matematicas
por parte de los estudiantes, asi como el fortalecimiento del conocimiento del contenido por parte de los
profesores. Por ejemplo, los resultados de Gengkaya y Tan-$isman (2021) muestran que los profesores
reconocen que el uso de la historia posibilita en los estudiantes experiencias de aprendizaje significativas y
una mayor comprension del proceso de formacién del conocimiento matemdtico. Asimismo, dado que las
matemdticas se desarrollaron en un contexto social y son el resultado de un proceso evolutivo (Queiroz,
2020), se vuelve necesario que el profesor tenga conocimiento de su historia (Gengkaya y Tan-Sisman,
2021), en ese sentido, puede favorecer en una mayor apreciacién de cémo los contenidos matemdticos
ensefiados en un nivel especifico estan conectados con el curriculo de otros niveles educativos (Jankvist
et al,, 2015). También se reconoce que cuando el conocimiento de los origenes y los contextos histéricos
ofrecen conexiones matemdticas significativas puede favorecer al desarrollo de ideas mateméticas (Fleener et
al,, 2002).

Por otra parte, en relacién con el dlgebra abstracta, la historia de la matemética muestra que la clasificacién
de los grupos finitos fue uno de los problemas de mayor relevancia en el desarrollo de la teoria de grupos. Un
andlisis del origen de este problema histérico sugiere que su tratamiento en la ensefianza actual deberia ser
considerado como fuente de construccién de conocimiento. Por lo que, en esta investigacién la historia de la
matemdtica juega un papel fundamental como un medio parala contribucién al conocimiento matemadticoy
a la exploracién de formas posibles en que este conocimiento puede utilizarse para favorecer en los procesos
de ensefianza y aprendizaje, es decir, para desarrollar una comprensién més profunda de las matematicas
en los estudiantes, asi como al disefio y andlisis de actividades para la ensefianza (Bu#tu#ner, 2016, 2020;
Bu#tu#ner y Baki, 2020; Mendes, 2020; Wanget al., 2018). Especificamente, a partir de un estudio histdrico
y epistemoldgico del concepto de grupos isomorfos en la obra de Cayley (1854) “On the theory of groups,

as depending on the symbolic equation 0"=17, sellevaa cabo la recuperacion de las ideas y significados que
subyacen a este concepto en un momento histdrico especifico.

Relativo a las conexiones matematicas, se ha identificado que los estudiantes deben establecer conexiones
conceptuales precisas para resolver tareas con estructuras desconocidas y clases generales de objetos, con la
finalidad de mejorar su comprensién (Melhuish y Fagan, 2018), y se ha identificado también que una sélida
comprension conceptual se caracteriza por un conocimiento rico en conexiones (Hiebert y Lefevre, 1986).
Asimismo, la comprensién conceptual puede ser mas sustentable para el aprendizaje de las matematicas
(Borji, Radmehr y Font, 2019). Por lo que, para alcanzar una alta comprension conceptual, las conexiones
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matematicas deben fomentarse en los estudiantes de cualquier nivel educativo, ya que permiten conocer
a la matemdtica como un campo sistematico ¢ integral de conocimientos. Sin embargo, en el proceso de
ensefianza-aprendizaje se favorece una presentacién acabada y puramente formal de los conceptos e ideas
matematicas, mientras que los aspectos epistemol(')gicos y los procesos de construccidn tedrica no son
priorizados, lo cual incide en la comprensién de los estudiantes de cémo se interrelacionan los conceptos.

En este articulo se presenta una caracterizacién de las conexiones intramatemdticas que emergen en la
resolucién de tareas asociadas a la clasificacion de grupos finitos de orden cuatro, considerando para su disefio
la fuente primaria Cayley (1854) a partir de un estudio de caso.

1. REFERENTES TEORICOS
1.1. Conexiones matematicas

Las conexiones matemdticas son un enlace o puente entre ideas matematicas (Businskas, 2008; Singletary,
2012) y el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), las definié como:

“the ability to recognize and use connections among mathematical ideas; understand how mathematical
ideas interconnect and build on one another to produce a coherent whole; recognize and apply mathematics
in contexts outside of mathematics” (NCTM, 2000, p. 64).

Mis recientemente, Garcfa-Garcia y Dolores-Flores (2018) definieron las conexiones matemdticas como
un proceso cognitivo por el cual una persona relaciona o asocia dos o més ideas, definiciones, conceptos,
procedimientos, teoremas, representaciones y significados entre si, con otras disciplinas o con la vida real.
Y, aquellas conexiones que emergen al interior de la matemdtica misma y entre entidades matemdticas
son denominadas conexiones intramatemdticas (Garci#a-Garci#a y Dolores-Flores, 2018, 2021a, 2021b;
Rodri#guez-Nieto et al., 2020), mismas que son objeto de estudio de esta investigacion.

A continuacién, se muestra la categorizacién utilizada para estudiar las conexiones intramatematicas, en
donde las componentes de la conexién A4, By . corresponden a ideas, conceptos, definiciones, teoremas,
procedimientos, representaciones o significados, segin corresponda (ver Cuadro 1).
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Categorias de conexiones intramatemadticas
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Conexiones
intramaterndticas

Caracterizacion

Diferentes
representaciones

Ernerge cuando se conectan diversas
representaciones que pueden ser
alternativas o equivalentes. Ahora
biery, & &3 una representacién
alternativa de B, si arrbas se
expresan de dos rmaneras diferentes
(por ejernplo, geornétrica-algebraica,
verbal-algebraica). ASimismo, 4 &3
una representacion equivalents a B
cuando ambas se expresan de dos
maneras diferentes, pero dentro de
la misma forma de representacion

Comparacion a traves de
CAracteristicas cornunes

Se manifiesta cuando se establecen
relaciones de cormparacidn entre
conceptos, es decir, 4 v B comparten
algunas caracteristicas el corr, 1o
que permite una comparacion
basada en sus similitudes o
diferencias {4 es similar a E, & es 1o
mismo que B, & no es 1o mismo que
E, & 0 B define o describe de manera
sirmilar a C)

Relacion parte-todo

Emerge cuando se establecen
relaciones 16gicas entre conceptos
mAtematicos, que pueden ser de dos
tipos: generalizaciones (4 a5 una
generalizacion de E, donde E es un
caso particular de &) e inclusiones (4
esta incluido o contenido en E)

Implicacion

Se manifiesta cuando se establece
una relacidn de dependencia de un
concepto de otro, dornde un
componente de la conexion se sigue
ldgicamente de otro (5i 4, entonces
E, 5i &, entonces By no C)

Procedimiento

Emerge cuando un procedimiento
mAtemAtico o algoritmico es
asociado Con un Concepto
particular. Esta conexidn es de la
forma & es un procedimiento
utilizado para trabajar con el
concepto B

Caracteristica /propiedad

Ernerge cuando se manifiestan
algunas caracteristicas o se
describen las propiedades de los
CONCEPLOS en términos de otros
conceptos que los hacen diferentes o
similares de otros

Drerivacion

Se exterioriza cuando el
COTIOCITTIENtO de url COncepto es
empleado para construir o explicar
Otro CONCepto; aungue no se lirmita
al reconocirmiento de alguna
derivacion

Conexidn de metodos

Se rmanifiesta cuando un individuo
considera rmualtiples métodos para
resalver un problema, es decir, 40 B
se pueden usar para encontrar C

Reversibilidad

Frrerge cuando el individuo es
capaz de reconocer y establecer
relaciones bidireccionales entre
ideas maternaticas. Por ejemplo,
cuando se parte de url COncepto &
para llegar a un concepto B y se
invierte el proceso partiendo de B
para regresar al concepto &

Significado

Se manifiesta cuando un individuo
atribuye un sentido a un concepto
matematico o que significa para &l
o ella). Por 1o que puede incluir la
definicidén personal de un concepto
y estar limitado por el contexto de
uso
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Businskas (2008), Eli et al. (2011), Garcfa-Garcfa y Dolores-Flores (2018), Singletary (2012)
1.2. Historia como una herramienta

Diversas investigaciones en Educacién Matemitica enfatizan que el uso de la historia de la matematica es
un auxiliar en los procesos para la ensefianza y el aprendizaje de conceptos, teorias, métodos y algoritmos
matematicos, y con ello, se logra mejorar no solo los procesos correspondientes sino también la compresion
de los estudiantes sobre los contenidos matemdticos curriculares (Fauvel y van Maanen, 2000; Furinghetti,
2020; Jankvist, 2009). De acuerdo a Bu#tu#ner (2020), el uso de la historia de la matemdtica como una
herramienta tuvo sus inicios en la década de los 70’s, con investigaciones como la de McBride y Rollins (1977)
en la que se sugiri6 incorporar actividades en el salén de clase derivadas de la historia de la matematica como
un medio para mejorar las actitudes de los estudiantes hacia las matematicas, estrategia, ademds, avalada por
el NCTM, y la investigacién de Fraser y Koop (1978) en la cual uno de los resultados obtenidos fue que, los
profesores manifestaron no estar preparados para utilizar materiales disenados con base en la historia de la
matematica en su propia ensefanza. No obstante, investigaciones recientes, enfatizan que, el conocimiento
de los profesores puede subir de nivel luego de tomar lecciones de historia de las matemdticas (Mersin y
Durmus, 2021), aunque, se reconoce también que al hablar de historia de la matemdticalos profesores piensan
en su desarrollo histérico o en personajes famosos, y ademds se sienten inadecuados en utilizarla, lo que
lleva al resultado de no incluirla suficientemente en sus clases, sin embargo, resalta que usan la historia de
la matemdtica para desarrollar caracteristicas afectivas de los estudiantes (Bas#ibu#yu#k y S#ahin, 2019),
asi como profundizar en las creencias de los estudiantes acerca de la matemdtica, revelarles actividades
divertidas, interesantes y utiles (Bu#tu#ner y Baki, 2020). Otro uso de la historia de la matemdtica es el
diseno instruccional, que bien puede ser desde la consideracion de aspectos histéricos para disefiar actividades
aplicables en el proceso de ensefianza y aprendizaje (Bu#tu#ner, 2020; Goktepe y Ozdemir, 2013).

1.3. La clasificacién de los grupos de orden cuatro

En la obra “On the theory of groups, as depending on the symbolic equation 0" =1”de 1854, Arthur Cayley
abord¢ la clasificacién de grupos finitos segtin su formay, a partir de un enfoque de generadores y relaciones

para grupos, ejemplificé la distincién entre la ecuacién ordinaria x — 1= 0y la ecuacién simbélica 0" = 1.
También considerd un grupo finito 1, &, B, v, ... (z simbolos diferentes, donde 1 es la identidad) como un

. 7 ./ . 71 n ’ . .y .
sistema de raices de la ecuacién simbélica O = ly exploré la naturaleza de z en dicha ecuacion. En particular,
para el caso de n =4, Cayley identificé dos grupos esencialmente distintos de orden cuatro, donde uno de

ellos es andlogo (isomorfo) al sistema de las raices de la ecuacion ordinaria X 4~ 1=0, es decir, uno de los
grupos es ciclico y el otro no lo es.

En el articulo, Cayley inicia el andlisis considerando un grupo G con simbolos (elementos) distintos entre
st {1,a,8,y}. Excepto por la identidad, los otros tres elementos o bien son de orden 2 o de orden 4, pues el
orden de cualquier elemento ¢ de G es un divisor del orden del grupo: “if any symbol « of the group satisfies
the equation 6r=1, where r is less than n then that r must be a submultiple of n” (Cayley, 1854, p. 41). Sin
embargo, si todos los elementos de G excepto la identidad fueran de orden 4, es decir, generadores, entonces
el grupo G es ciclico de orden primo, pero el orden de G es cuatro, por tanto, G debe contener un elemento
de orden 2. Sin pérdida de generalidad, Cayley consider6 a f como el elemento de orden 2, esto es, 2=1, de
donde se puede verificar que H=<>={1,3} es un subgrupo de Gysia € G, donde a # 1, B, entonces aH =
{a, aP}. Por lo tanto, G = {1, a, P, aP}, , ya que se satisface que H N aH = #. A continuacién, al multiplicar
cada término del grupo G por la izquierda (o un factor més lejano como refiere Cayley) por «, se obtiene el
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conjunto o {a, a2 , aP, a23}. Estos elementos resultantes corresponden a alguno de los términos originales ,
de modo que oa*=10a”*=p.

Suponer a> = B implica a = fay a® = 1 (a es de orden 4, pues a* = a%a® = §* = 1), por tanto, se obtiene el
grupo ciclico {1, a, a?,a’, (a4 = 1)} al realizar la respectiva sustitucién en {a, aZ, ap, 32[3}. En suarticulo, Cayley
representa el grupo {1, a, a?,a’, (a4 = 1)} a partir de una tabla denotando al mismo grupo por los simbolos {1,
a, 3,7} (ver Figura 1). Como ejemplo de llenado de esta tabla se muestra para la tercera fila, tomando en cuenta
que los elementos se obtienen como sigue: para la entrada (i, j), se multiplica el i-ésimo elemento (columna)
por el j-ésimo elemento (fila). Por lo tanto, estableciendo la correspondenciaa <> a, a2« B, a3 o y, a* < |,

se Obtiene: IB=B;af=aa2=aB=Yy;BB=a2a2=a*=1,yB=a’a2=a%a=a.

]: «, ﬂ:

1 1 a s
o | «a B Y 1
Bl B v | 1 a
1 a I
FIGURA 1

El grupo ciclico de orden cuatro
Cayley (1854, p. 42)

Por otra parte, para el caso en que a?=1,al multiplicar los elementos de G = {1, a, B, af, (BZ = 1)} por

la izquierda (o un factor més lejano) por B, se obtiene el conjunto {B, Ba, % BaP}, donde cada uno de los
elementos se corresponde con alguno de los elementos de G, de lo que se deduce que B = a3, por lo tanto,

(ap)* = #*B* = 1. En la representacién de este grupo, Cayley construye su tabla, y como ejemplo de llenado de
esta se muestra parala tercera fila, tomandoy =a: 1p =B; af =v; PR = Bz =L;yB=aPp= aBz =a(ver Figura2).
1 a s Y

1 1 a p Y

o a 1 Y I

pF vy |1 | @
y v | B e 1

FIGURA 2
El grupo no ciclico de orden cuatro
Cayley (1854, p. 43)

2. METODOLOGIA

El enfoque es cualitativo, y se realizé un estudio de caso (Creswell, 2014; Njie y Asimiran, 2014). La técnica
para recolectar los datos fue la entrevista y el instrumento un cuestionario. Para seleccionar el caso de estudio
se llevd a cabo la técnica de observacion no participante a un grupo de estudiantes de quinto semestre
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(20-21 afos) de una Licenciatura en Matemdticas, quienes iniciaban un primer curso de Algebra Abstracta,
durante seis meses. Los criterios fueron: 1) que el participante concluyera el curso y; 2) que participara
voluntariamente. El caso seleccionado fue Lu. La entrevista consté de dos sesiones de 45 minutos cada una.
Ademas, se videograbaron todas las sesiones y se realizé su transcripcion.

2.1. El instrumento

Se disend un protocolo de entrevista que consistié en una tarea de caricter intramatematico (ver Figura
3) fundamentada en el andlisis de la fuente primaria Cayley (1854). El instrumento se valid6 tanto por un
experto en el area de Algebra Abstracta con mas de quince afios de experiencia docente en una Licenciatura
en Matemdticas, como por usuarios, considerando los resultados de una prueba piloto aplicado a cinco
estudiantes del quinto semestre de la misma Licenciatura, entre ellos Lu.

Clasificacion de los grupos de orden cuatro
Sea (G. +) un grupo de orden cuatro con elementos {1, a. £, v} distintos, donde el simbolo
1 representa el neutro
i Explica por qué un grupo de orden par tiene al menos un elemento de orden dos.
En particular. G tiene al menos un elemento de orden dos.
#  Seaael clemento de orden dos en G.
+ Determina el conjunto generado por a ((a). es decir. el conjunto de todas
s potencias de a.
+ El generado por a es un subgrupo de G?
. Usa el ejercicio anterior para construir Ia tabla de operaciones de G.
Si 10 sabe como construir Ia tabla
« Construye la tabla de operaciones para (a)
« Sifes ofro clemento de G diferente del neutro y de . discute lo que
sucede al operar por la derecha por 4.
« {Por qué el elemento of es diferente de 1. a y 47 Es decir. explica
porqué afesigunalayy G={1.a. B af}={1.a B.7}.
+ Considera Ia fila de £ en Ia tabla de operaciones del ejercicio anterior.
« Determina los casos para los cuales {8, fa. . faf} = (1. . 8. af).
Es decir. que al operar cada elemento por £ se obienen todos los
elementos del grupo reorganizados en un orden diferente.
~ Si hace alguna propuesta.
o ;Sera el tmico caso?
> {Cémo sabes que no hay otras posibilidades?
« Para cada uno de los casos llena la tabla de operaciones obtenida
previamente de fal manera que represente un grupo
~ Reescribe las tablas con los clementos {1. a. £. 7).
« {Los grupos son isomorfos? Justifica u respuesta.
+_Cuintos grupos hay de orden cuatro?

FIGURA 3
Tarea correspondiente a la clasificacion de grupos de orden cuatro
Elaborada por los autores

2.2. Analisis cualitativo de texto

Se usé6 el método de anilisis cualitativo de texto (Kuckartz, 2014) para analizar los datos (ver Cuadro 2):
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CUADRO 2

Fases del analisis cualitativo de texto

Fases

Descripcicn

1. Lectura e
interpretacion
del texto

La familiarizacidn con los datos se establecid
a partir de 1a lectura v analisis de las
ranscripolones a la par de las producciones
escritas en funcién del objetivo de
investigacion

2. Construccion
de categorias

Con base en el objetivo de investigacion, la
Construccion de categorias se llevo a cabo de
forma deductiva, es decir, previoa la
recoleccidn de los datos v en funcion del
marco establecido sobre conexiones
matematicas. En este sentido, se
consideraron 1as siguientes categorias
principales {ipologia de conexiones
matematicas): diferentes representaciones,
COmparacion a traves de caracteristicas
comunes, relacidn parte-todo, implicacion,
procedimiento, caracteristica jpropiedad,
derivacién, conexidn de métodos,
reversibilidad v significado

3. Codificacidn
de segrmentos
de texto

La codificacion de los datos se realizd a
partir de 1as categorias principales, es decir,
se designaron codigos en relacion con las
categorias establecidas en la segunda fase.
En especifico, se realizd una busqueda de
palabras o frases en 1as transcripciones
asociadas con la tipologia de conexiones
MAtematicas v en Consecuencia se asignarcn
los codigos

4. Analisis

Con base en los resultados de la tercera fase
v mediante la triangulacion eritre 1os tres
autores, 5e caracterizarcn las conexiones
matematicas especificas, en relacidn con las
categorias para las cuales se ercontrd
evidencia, es decir, a partir de una discusion
v Consenso de su correspondencia con 1os
datos

E. Presentacion
de resultados

Para su presentacion, 1as conexiones
materraticas identificadas en la clasificacion
de 1os grupos de orden cuatro se agruparorn
atendiendo al concepto matematico asociado
a ellas: grupo, isormorfismo ¥ grupos
isomorfos. Estas conexiones encajaron ern
una o mas de las categorias propuestas por
Businskas (2008), Eli et al. (2011),
Garcla-Garcia v Dolores-Flores (2018) v
Singletary (2012)

3. RESULTADOS

Kuckartz (2014)

En esta seccion se presenta la caracterizacion de las conexiones intramatematicas realizadas por Lu al resolver
la tarea correspondiente a la clasificacién de los grupos de orden cuatro, las conexiones se denotan por C;, i

=1, 2, 3 (ver Cuadro 3).
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CUADRO 3
Conexiones matemdticas identificadas en la tarea resuelta por Lu

Concepto CONexiones matermaticas Tipo de conexidn
Grupo (C1 Un grupo finito de orden par tiene un elemento de orden dos Derivacidn
Relacion parte-todo
(C2) Existen dos formas posibles de llenar una tabla con cuatro Procedimiento
elementos
[somerfismo y grupos isomorfos (C3) Hay dos grupos estructuralmente diferentes de orden cuatro Comparacion a través de caracteristicas
COTnunes
Derivacién

Elaborado por los autores
3.1. Conexiones intramatematicas asociadas al concepto de grupo

(C1) Un grupo finito de orden par tiene un elemento de orden dos

Basada en su conocimiento de los axiomas de un grupo, Lu estableci6 una conexidn de tipo derivacidn, ya
que utiliz6 la unicidad del inverso para explicar por qué un grupo . de orden par tiene al menos un elemento
de orden 2, asi como en la relacién de igualdad entre el orden de un elemento y el orden de su inverso.
La estudiante argumentd que, en un grupo de orden par, la cantidad de elementos sin considerar al neutro
siempre es impar y si ninguno de ellos fuese de orden dos, se tendrian que considerar parejas de elementos
donde uno es inverso del otro, en cuyo caso, sobra un elemento, el cual necesariamente es su propio inverso,
es decir, hay un elemento de orden dos. Por lo tanto, desde el punto de vista de Lu, “en un grupo no puede
haber un tnico elemento de orden distinto de uno y dos, porque se necesitaria otro del mismo orden con el
cual emparejarlo [su inverso]”.

También se considera que Lu hizo una conexién relacidn parte-todo, debido a que su andlisis se bas6 en los
grupos de orden cuatroy seis como casos particulares de grupos de orden par y de esta manera logré establecer
una generalizacion sobre la existencia de un elemento de orden dos.

Investigador: Explica por qué un grupo G de orden par tiene al menos un elemento de orden dos. En particular, G tiene
un elemento de orden dos.

Lu: [...] en este grupo de orden cuatro, si hay dos que sean del mismo [orden] y tenemos el neutro, ya llevamos tres.
Entonces el que quede es de orden dos y asi va a pasar siempre porque vamos a tener el neutro. Entonces, si los demds van
a pares, por cjemplo, ... #5 de orden seis van, por ejemplo, dos de [orden] tres, dos de [orden] seis, son cuatro y tenemos
el neutro y entonces nos queda uno de orden dos [...]. En un grupo de orden par como los que ya mencioné, tengo dos
elementos que son inversos entre si, un elemento que es el neutro, entonces el otro debe ser de orden dos, es decir, inverso
de si mismo. [...] Entonces tendria parejas y me queda un sdlo elemento, que tendria que ser de orden dos ¢por qué? Porque
€s su propio inverso.

(C,) Existen dos formas posibles de llenar una tabla con cuatro elementos

Enla construccion de una tabla de operaciones de un grupo de orden cuatro, Lu tenia claro que debia haber
un elemento que era su propio inverso, sin embargo, presentd dificultades para realizar el llenado de esta a
partir del subgrupo generado por el elemento de orden 2, al cual llamé a. En ese caso, se hizo la sugerencia a
Lu de operar por la derecha por B, es decir, efectuar #a#p = {B, a8}, de donde la estudiante pudo explicar por
qué el elemento «f es distinto de los elementos 1, a y . Ademds, Lu reconocié que en esta nueva tabla cada
uno de los elementos en filas y columnas se deberfan corresponder con alguno de los elementos 1, a, B y a8. En
palabras de Lu, “son esos elementos de las filas y columnas porque el grupo es cerrado”, por lo que se puede
deducir que tenfa claro que ninguna fila o columna de la tabla podia tener elementos repetidos, estableciendo
una conexioén procedimiento asociada con el concepto de grupo, ya que, por ejemplo, no relacioné que el
operar #a#{ era lo mismo que hallar la clase lateral derecha, médulo el subgrupo considerado.

A partir de la tabla construida, la primera inferencia que Lu hizo fue que el grupo tenfa que ser abeliano,

es decir, aff = By tomando en cuenta la fila de § inicié la exploracién de los casos para los cuales {B, Ba, Bz,
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BaP} = {1, a, B, aB}. Lu argumenté que habia s6lo dos casos posibles para los cuales los elementos se podian

relacionar, si: B* = 1y B> = a (ver Figura 4). Estos dos casos corresponden a las formas posibles de llenar una
tabla con cuatro elementos a partir del método propuesto en la tarea.

Investigador: En la tabla que construiste, si consideramos cualquier fila, digamos la de p [...] :qué relacidn hay entre éstos
y los elementos 1, a, 8, af8?

Lu: [...] Deberfan de relacionarse con §, 1, ay a.

Investigador: ; Cémo determinas quién es cada uno de ellos?

Lu: Pues si fuera conmutativo, B serfa 1y asf BaB serfa a y éste serfa éste [fa = aB].
Investigador: ¢Serfa el tnico caso?

Lu: No, también puede ser § pues es B, B serfa & nada més y éste [el clemento BaP] al ser conmutativo pues se puede

cambiar. Bz ,aquies 1y G conmutativo [el primer caso]. El elemento Ba es igual a aB. [...] Otro caso es Bz =a.
Investigador: ;Serdn los tnicos casos?
Lu: Si.
Investigador: ; Cémo lo sabes?
Lu: Porque [...] éste [el elemento Ba] no puede ser identidad porque si lo hacemos identidad, aqui dirfamos que éste [el
elemento Baf] estarfa dividido asi, entonces serfa  y aqui tenemos 3, ya estd repetida, asi que no se puede [ver Figura 4].
Investigador: Y, ;como sabes que B no es identidad?

kd = /9‘{ z | conrwtative
A PR e via
i /y i e "‘ﬁ
LT = owcex = |
Z [ ] op G = =<, preziecp ..
# Y oo ol ani slak i o thainl
p AT Lo P
; 7 i
_(?» e ~
\ i

FIGURA 4
Dos casos posibles para {B, a, B, Bap} = {1, a, B, aB}

Producciones escritas de Lu

3.2. Conexiones intramatemdticas asociadas a los conceptos de isomorfismo y grupos
isomorfos

(C3) Hay dos grupos estructuralmente diferentes de orden cuatro

A partir de establecer una conexion de comparacion a través de caracteristicas comunes, Lu identificé dos
grupos estructuralmente diferentes de orden cuatro, ambos conmutativos: en un grupo todos los elementos
diferentes del neutro son de orden dos, mientras que el otro grupo tiene dos elementos de orden cuatro
(generadores del grupo) y uno de orden dos. Si bien tener un elemento de orden finito dado es una propiedad
invariante de un grupo, es decir, una propiedad de G, tal que cualquier grupo H isomorfo a G tiene la misma
propiedad, la explicacién de la estudiante no consideré este argumento.

Por otra parte, basados en la produccién de Lu se considera que hizo una conexién derivacion al senalar que
estos grupos no eran similares (isomorfos) porque al intentar realizar un cambio de nombre resulta imposible
establecer una relacién entre los elementos de los grupos con diferente orden. Es decir, su argumento se basé
en su conocimiento de la propiedad de isomorfismo, que permite el cambio de nombre de los elementos a
través de una correspondencia biunivoca, aunque no hizo referencia explicita a este concepto.
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Investigador: Ahora bien, ¢los grupos resultantes son isomorfos? [ver Figura 5]. Justifica tu respuesta

Lu: No.

Investigador: ¢Por qué?

Lu: En principio, pues si yo quisiera hacer una relacion tendrifa que haber un elemento de un orden igual a otro elemento
del mismo orden, podria relacionara 1 y a con 1y a, pero 5 y y aqui son de orden dos [ver tabla 1 en Figura 5] y aqui son
de orden cuatro [ver tabla 2 en Figura 5], asi que no los puedo hacer relacionar [...] no se puede hacer esa relacién entre los
elementos para hacer un cambio de nombre.

Investigador: Entonces, ¢cudntos grupos hay de orden cuatro?

Lu: De los grupos de orden cuatro solo hay dos tipos y las otras combinaciones posibles son parecidas a uno de ellos.
Bueno, los dos son conmutativos, uno tiene dos elementos generadores y el otro ninguno.

FIGURA 5
Dos grupos distintos de orden cuatro

Producciones escritas de Lu

CONCLUSION

El objetivo fue caracterizar las conexiones intramatematicas comprendidas en la clasificacién de los grupos de
orden cuatro a partir de un estudio de caso. Se identificaron dos conexiones asociadas al concepto de grupo
y una con los conceptos de isomorfismo y grupos isomorfos. Cada una de estas conexiones se vincul6 con al
menos una categorfa de conexiones intramatemdticas (ver Cuadro 3). Los resultados indicaron que el caso
llegé a ser consciente de las conexiones matemadticas establecidas una vez que resolvid y reflexioné sobre su
procedimiento al resolver la tarea. En el proceso de resolucion orientado Lu descubria, construia y utilizaba
su nuevo conocimiento para avanzar exitosamente, no obstante, se observé que los conocimientos previos o
subyacentes, como por ejemplo el concepto de clases laterales y el de grupos isomorfos, fueron obstaculos para
lograr responder correctamente la tarea sobre la clasificacién de los grupos de orden cuatro, en ese sentido,
las conexiones matematicas establecidas por el caso estdn intimamente relacionadas con su comprension y
el uso de su conocimiento en la resolucién de la tarea, por ejemplo, analizar una proposicion a partir de
la examinacién de casos particulares para realizar conjeturas y no a través de argumentos generales; llenar
una tabla de operaciones que represente un grupo de orden cuatro de forma procedimental, es decir, solo
considerando que en filas y columnas no haya elementos repetidos; asi como no poder argumentar por qué
el orden de los elementos es una propiedad invariante que satisfacen los grupos isomorfos.

Finalmente, una implicacién educativa a partir de la identificacién de las conexiones matemdticas
concierne al disefio de tareas para establecer conexiones explicitas con el objetivo de fortalecer la compresion
de los conceptos y resultados subyacentes a la clasificacion de los grupos de orden cuatro. También se destaca
el uso de la historia de las matemdticas para favorecer en una presentacién de los conceptos, teoremas,
algoritmos de forma conectada a los estudiantes, en relacién con los problemas e ideas que los generaron,
en contraste con la comprensién procedimental que promueve la ensefianza actual en la determinacion de
todos los grupos de orden cuatro.
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