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work discusses several aspects and historical and mathematical
properties, according to an evolutionary bias, which it provides
to the teacher in initial training, in a Mathematics Licentiate
course. Therefore, it shows an understanding of a historical-
evolutionary and non-static process of mathematical knowledge,
in addition to understanding the process of construction of new
formal definitions originated in the works introduced today by
Portuguese researchers and their corresponding dissemination
in the initial training environment.

Keywords: History of Mathematics, Didactical Engineeringand
Profissionalization, Numerical sequences.

INTRODUCAO

No contexto do ensino de determinados assuntos da Histéria da Matemdtica, mediante um interesse
precipuo pela formagio inicial de professores de Matematica, urge uma percepg¢ao de adequagio e implicagoes
significativas de sua aprendizagem, com ulterior incorporagao e aperfeicoamento dos conhecimentos que
podem ser explorados em sala de aula. Neste sentido, desenvolvemos em nossos trabalhos uma perspectiva
de questionamentos e criticas, na medida em que, a escolha do assunto ou do contetido histérico determina,
de forma essencial, uma maior ou menor aproximacio dos modelos explorados em classe.

Com efeito, deparamos muitos trabalhos com teor e preocupagio com modelos infinitistas derivados dos
rudimentos do Célculo Diferencial e Integral e Anélise, quando sabemos que, uma posterior repercussao para
o ensino em sala de aula, no contexto da Educagao Basica se mostra bastante dificil, por inimeros motivos
que ultrapassam os limites de discussdo em um artigo cientifico. Por outro lado, em varios trabalhos buscamos
fornecer exemplos de contetidos matemdticos, cuja dimensao histérica costuma ser negligenciada por autores
em compéndios de Histéria da Matemdtica (kleiner, 2012; Koshy, 2011; Stakov, 2009). Por exemplo, no
Quadro 1 trazemos o exemplo de um conjunto de dez sequéncias numéricas recorrentes. Acrescentamos,
ainda, nas colunas ao lado direito, seus respectivos valores numéricos e seu comportamento, segundo indices
positivos e negativos.
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QUADRO 1
Conjunto de dez sequéncias numéricas recorrentes € seus respectivos valores para indices inteiros
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Elaboragao dos autores

No quadro 1 trazemos alguns exemplos de valores numéricos assumidos por um conjunto de dez
sequéncias numéricas recorrentes. Assinalamos (nas colunas a direita) seus correspondentes valores quando
passamos a considerar um conjunto ampliado de indices inteiros. Tal propriedade representa um processo
de generalizagao das sequéncias numéricas.
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FIGURA 1
Possibilidades de generalizagao da sequéncia de Fibonacci segundo Gullberg (1997)
Gullberg (1997, p. 286)

Em nossos trabalhos temos assinalado que os autores de compéndios de Hist6ria da Matemdtica discutem
ou abordam, de forma episddica e, sobretudo, como um teor de curiosidade superficial, o caso da Sequéncia
de Fibonacci ¢ a da Sequéncia de Lucas, desconsiderando completamente o caso, por exemplo, da Sequéncia
Generalizada de Fibonacci e a Sequéncia Generalizada de Lucas (Alves, 2018; Gould, 1981; Harman, 1981;
Iver, 1961; Oliveira & Alves, 2019; Vieira & Alves, 2019a) que permitem um exame de outras propriedades
abstratas (como indicamos no Quadro 1) e que ultrapassam um viés laconico, costumeiramente voltado ao
emblemdtico problema do nascimento de pares de ‘coclhos imortais’. (Gullberg, 1997; Singh, 1985; Vicira
& Alves, 2019b).

Por outro lado, em um contexto de formagio inicial de professores de Matemdtica, se mostra
imprescindivel uma sistemdtica planejada e estruturada de agdes, quando consideramos os fenémenos de
ensino e de aprendizagem que envolvem situagdes de modelizagao do saber matematico e, de forma particular,
quando lidamos com uma perspectiva histérico-evolutiva do saber. Nesses termos, a no¢ao de Engenharia
Didatica de 1* geragio e a nogao de Engenharia Didética de Formagio de modo standard na pesquisa em
Educacio Matemadtica costumam envolver um denso cendrio de indicadores para a pesquisa.

Para tanto, vejamos as explicagoes de Artigue (2015, p. 469) quanto ao componente da tradicio e
emergéncia da Engenharia Didética e sua ulterior repercussao para a consolidagio da drea, sob a influéncia
de uma cultura francéfona de ensino/aprendizagem da Matematica.

Do lado pratico, tais metodologias foram julgadas necessérias para estabelecer relagdes produtivas entre pesquisa e pratica,
pois permitem que os pesquisadores considerem os sistemas diddticos em seu funcionamento concreto e prestem a atengio
necesséria aos diferentes constrangimentos e forcas atuantes sobre eles, que poderiam ser negligenciados de outra forma. A
Engenharia Did4tica surgiu assim como uma metodologia de pesquisa e desenvolvimento baseada em realizagoes em sala de
aula na forma de sequéncias de aulas, informadas pela teoria ¢ colocando 4 prova as ideias tedricas. Naquela época, o que
predominava na comunidade diddtica francesa era a Teoria das situagdes didéticas surgidas no final dos anos 1960. (Artigue,

2015, p. 469).

No excerto anterior, constatamos um bindémio tradicional e indissocidvel que envolve a (Engenharia
Did4tica — Teoria das Situagdes Didéticas) que, durante muito tempo, como constata Artigue (2015; 2020),
permitiu um grande acimulo de conhecimentos a respeito da atividade do estudante. Por outro, ao decurso
de algumas décadas envolvendo o incremento de pesquisas balizadas pela nogao de Engenharia, se mostra
natural esperar um processo de evolugao, ajuste ¢ aperfeicoamento da prépria teoria, quando consideramos
por referéncia uma cultura essencialmente francéfona de ensino e tradicio das préticas académicas na
universidade. Nesses termos, Artigue (2015) aponta indicadores que garantiram o cardter de confianga de
toda uma comunidade cientifica diante dos resultados de sua aplicaco.

Olhando para décadas de pesquisa em Engenharia Did4tica, o que fica evidente é que os resultados da pesquisa em Engenharia
Didatica estdo longe de se limitar & produgio e validagio de projetos didéticos. A pesquisa em Engenharia Didética também
tem sido uma ferramenta altamente produtiva para a compreensao do funcionamento dos sistemas diddticos e para a
identificagio de fendmenos diddticos. Por décadas a pesquisa em Engenharia Didatica tem sido uma ferramenta essencial para
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o desenvolvimento de construg¢des tedricas que fazem jus & complexidade dos sistemas envolvidos no ensino ¢ aprendizagem

da matemdtica. (Artigue, 2015, p. 476).

Diante do cendrio anterior, concebemos o seguinte questionamento: No contexto do ensino, por
intermédio da Hist6ria da Matematica, como estruturar uma sistemdtica de pesquisa e investigagiao amparada
pela nogao de Engenharia Diddtica, com o tema ‘sequéncias numéricas recorrentes’ objetivando a formagao
inicial de professores de Matematica?

Com a indica¢io do questionamento anterior, nas se¢des subsequentes, assinalamos o nosso objetivo
principal do presente trabalho que reside em apresentar os resultados de pesquisas desenvolvidas no periodo
(2017 - 2022) no Programa de Mestrado Académico em Ensino de Ciéncias ¢ Matemdtica do Instituto
Federal de Educagio, Ciéncias e Tecnologia - IFCE, com amparo de uma sistemdtica e de rigor cientifico
proporcionado pelos constructos tedricos da vertente francesa da Diddtica da Matemdtica. Todas as amostrar
consideradas ¢ individuos participantes das pesquisas foram professores de Matemdtica em formacao inicial.

Por outro lado, tendo em vista que a amostra do conjunto de pesquisas considerado se dedica ao exame
da atividade e da aprendizagem do professor de Matemdtica, em um contexto de investigacao histdrica,
na se¢ao subsequente indicaremos alguns aspectos da Engenharia Didética de 2° geragio ou de Formagio
(Perrin-Glorian, 2011). Desse modo, por influéncia dos trabalhos de Perrin-Glorian & Bellemain (2016) e
Mangiante-Orsola & Perrin-Glorian (2017) assinalamos um interesse precipuo pela produgio de situagoes
didéticas de ensino no contexto histérico, ndo apenas como consequéncia da metodologia, mas como parte
dos objetivos da pesquisa. Desse modo, o interesse pelo o estudo de sua adaptagao visando as condigoes
normais de ensino e das necessidades dos professores.

1. REFERENCIAL TEORICO: ENGENHARIA DIDATICA DE FORMAGAO

Quando examinamos alguns documentos histéricos originados da vertente francesa da Didatica da
Matematica conseguimos distinguir uma mudanga de interesse das pesquisas que, de modo inicial e
por influéncia do pensamento de Brousseau (1986; 1997) preservavam uma maior atengdo a atividade
¢ aprendizagem do estudante. Nio obstante, depois de algum tempo, ocorreu uma compreensao sobre
relativa negligéncia de anélise necessaria do papel, até entao pouco questionado, a respeito do professor de
Matemitica. Nesses termos, Artigue (2002) adverte a emergéncia das seguintes preocupagdes no interior da
comunidade cientifica.

Mesmo que tenha sido formada na Franga, adotando uma abordagem sistémica, a Did4tica da Matematica, no inicio,
concentrou seus esfor¢os na disciplina de aprendizado ¢ em suas interacdes com o conhecimento. O professor, parceiro
do pesquisador no desenho e experimentagio da Engenharia Didatica ou potencial usudrio dos resultados da pesquisa,
permanece uma figura transparente, pouco questionada. No final da década de 1980, no entanto, as limitagoes induzidas por
esse ponto de vista eram cada vez mais sentidas e a necessidade de considerar o professor como um ator pleno na situagio
diddtica, tao imprevisivel e previsivel quanto a aluno em seu comportamento, se impée & comunidade de pesquisa. (Artigue,
2002, p. 66)

No excerto que colocamos em destaque logo a seguir podemos constatar que Perrin-Glorian & Bellemain
(2016) indicam, de forma inequivoca, determinados problemas que correspondem as barreiras e dificuldades
no contexto da divulgacao, reprodugao dos modelos e a disseminagio dos resultados derivados de pesquisas
amparadas pela Engenharia Didética, sem desconsiderar, os préprios fatores limitantes dos professores de
Matemitica que se envolviam nas pesquisas ¢ manifestavam dificuldade correspondente a incorporagio
efetiva de determinados pressupostos em sua pratica ordindria, isto ¢, utilizagio em sala de aula.

A preocupagio com o uso dos resultados da pesquisa no ensino comum se reflete no trabalho que acabamos de mencionar.
As dificuldades de transmitira Engenharia Diddtica e as necessidades de formagio de professores também revelaram a
necessidade de estudar mais de perto o funcionamento da educagio ordindria do ponto de vista dos constrangimentos
institucionais (incluindo sociais) que enquadram o exercicio da profissio docente e a conduta de classe. Esta pesquisa
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geralmente ocorreu com base em observagoes naturalistas, em vez de Engenharia Did4tica. No entanto, a fronteira entre a
observagio naturalista e a Engenharia Did4tica nem sempre é tao clara quanto parece e a Engenharia Didatica (ou aadaptagao
de produtos resultantes da Engenharia Didética anterior) também tem sido usado como meio de estudo na educagio comum
e como meio de formagao de professores. (Perrin — Glorian & Bellemain, 2016, p. 36).

Com o amparo da perspectiva de Perrin-Glorian & Bellemain (2016) e outros autores (Barquero & Bosch,
2015; Témpier, 2013) registramos os avancos cada vez mais representativos e a contribui¢ao da 2* geragio da
Engenharia Didética ou Engenharia Did4tica de Formagao visando um contexto de formagio de professores
e aprendizagem profissional do educador matemitico. Nesse sentido, na figura 2 visualizamos um fluxograma
mneménico sugerido por Barquero & Bosh (2015) que explicam as fases largamente comentadas na literatura
cientifica (Artigue, 1990; 1991; 2002; 2015; 2020) denominadas de: andlises preliminares, anlises a priori,
implementagio ¢ observagio (andlises ‘in vivo’) (Barquero & Bosch, 2015), andlises a posteriori e validagao
da Engenharia®l.

De modo especial, assumimos posicionamento semelhante ao de Barquero & Bosh (2015), sobretudo
quando examinamos a implementagao do aparato construido e que inclui a intervencio didética previamente
estruturada, sua observagao ¢ a coleta de dados. Este nivel experimental envolve uma analise “in vivo”, isto
¢, uma andlise desenvolvida em tempo real (ou logo apds) o que estd acontecendo na sala de aula. Por sua
vez, em sua tese de doutorado e outros trabalhos, o pesquisador francés Témpier (2012; 2013) desenvolveu
investigagoes com o amparo da Engenharia Diddtica, tendo em vista a concepgio e desenvolvimentos de
recursos pedagdgicos, com um interesse por sua descri¢io para um conjunto de professores participantes do
estudo. De modo particular, em sua tese, o autor declara o interesse em “identificar as condi¢oes que um
recurso deve verificar para auxiliar os professores a melhorar o seu ensino de numeragio” (Tempier, 2013, p.
403). Assinalamos os trabalhos de Tempier (2013) tendo em vista uma perspectiva que se aproxima de nosso
escopo em aperfeicoar o ensino de sequéncias ¢ a constitui¢io de recursos sobre o tema.
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FIGURA 2

Descri¢ao de um itinerédrio para o desenvolvimento de uma

Engenharia Did4tica de Formagao segundo Barquero & Bosch (2015)
Barquero & Bosch (2015)

Por outro lado, quando consultamos os trabalhos de Perrin-Glorian (2019) podemos constatar
determinadas sub-categorias da no¢ao de Engenharia Didatica, significada como um fendmeno-técnolédgico
capaz de provocar e de examinar fendmenos diddticos em condi¢oes deonticamente aceitdveis para
professores ¢ alunos. (Perrin-Glorian, 2019). Neste cendrio, podemos identificar as subcategorias:
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Engenharia Didatica para o Desenvolvimento e a Formagao, Engenharia Didética Colaborativa, Engenharia
Cooperativa. Assumimos posi¢io concorde com Perrin-Glorian (2019, p. 11) ao comentar que “estamos
interessados aqui na Engenharia Diddtica que inclui em seus objetos de estudo a colaboragao entre professores
e pesquisadores visando produzir recursos disseminéveis para o ensino regular.”.

Para ilustrar, Perrin-Glorian (2019) se ampara no fluxograma que indicamos na figura 3 e explica que
uma Engenharia Didatica visando o desenvolvimento inclui estudos preliminares e da mais espago para
questionamentos sobre o conhecimento a ser ensinado. Nao obstante, nos casos de Engenharias discutidas
pela didata francesa, o interesse pela producio de um recurso diddtico se inscreve no centro de interesses
¢ assume papel em destaque (ver figura 3). Por outro lado, tendo em vista nosso interesse pela Engenharia
Didatica de Desenvolvimento e a Formagio, nao podemos desconsiderar a importancia de testar a validade
tedrica desituagdes no nivel epistemoldgico e cognitivo e identificar as escolhas essenciais para a Engenharia.
Bem como, um componente especial destinado ao interesse pelas préticas cotidianas dos professores de
Matemdtica e suas possibilidades de desenvolvimento, identificando os pontos que precisam de apoio.
(Perrin-Glorian, 2019). Na figura 3 divisamos um esquema proposto por Perrin-Glorian (2019) visando a
produgao de recursos e sua disseminag¢ao no ensino ordindrio.
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FIGURA 3
Discussio das fases da Engenharia visando a formagao segundo Perrrin-Glorian (2019)
Perrin-Glorian (2015)

Nio podemos deixar de considerar que, como consequéncia de uma tradi¢ao da Teoria das Situagoes,
a elaboracio de situagoes didaticas presentes na amostra de dissertagoes consultadas considera o saber
matematico, a partir das varidveis definidas nas andlises a priori ¢ sem desconsiderar condicionantes
cognitivos dos individuos participantes dos trabalhos examinados. Todavia, antes de abordarmos o relato
de alguns trabalhos, urge considerar a tradi¢io da pesquisa contemporinea desenvolvida por mateméticos
portugueses o que concorreu para uma compreensio maior do componente histdrico-epistemoldgico (Alves
& Catarino, 2022; Derouet, 2016).

2. SOBRE A PESQUISA DESENVOLVIDA EM PORTUGAL

Antes de expressarmos a importincia e tradicio da pesquisa em Portugal, com interesse especial pelos
¢ q &
processos de generalizagio ¢ concepgio (construcio) de novas sequéncias numéricas, urge resgatar alguns
elementos histéricos que confirmam um processo cientifico de interesse pelo estudo de sequéncias numéricas,
com destaque especial, para os matemdticos dos anos 60, entusiastas da Sequéncia de Fibonacci. Por exemplo.
Gullberg (1997, p. 288) explica que “aassociacio Fibonacci foi fundada em 1962 na Califérnia para aumentar
g q ¢



RevisTA DE HiSTORIA DA EDUCAGAO MATEMATICA, 2022, VOL. 8, ISSN: 2447-6447

o interesse em numeros de Fibonacci e tépicos relacionados. Desde 1963, o periddico The Fibonacci
Quarterly proporciona a divulgacao cientifica”. Na figura 2, visualizamos o simbolo de uma associacio de
matematicos entusiastas americanos que fundaram uma revista visando fornecer uma disseminagao cientifica
sobre Fibonacci.

FIGURA 4

Simbolo do periodico The Fibonacci Quarterly concebido por um

pequeno grupo de matematicos em 1962, na Carolina do Norte.
Gullberg (1997, p. 288)

A pesquisa contemporanea em Matematica Pura (Catarino, 2016; 2019; Catarino& Borges, 2020;
Catarino& Vasco, 2013; 2017; Catarino; Campos & Vasco, 2019; Campos, et al., 2014) confirma o vigor
da pesquisa e o interesse atual de pesquisadores em vérios paises que confirmam um campo de estudos em
constante evolu¢ao, com ampla interface com vérias disciplinas e campos de aplicagio da Matematica. (Cook,
2004; Vieira; Alves & Catarino, 2019; Vieira, 2020). De fato, vamos dar alguns exemplos da contribui¢io
recente da pesquisa desenvolvida em Portugal, além do caso de nosso maior interesse que representa a
sequéncia de Leonardo, introduzida recentemente na literatura cientifica e preserva relagdes inesperadas
envolvendo as emblematicas sequéncias de Fibonacci e de Lucas (Catarino & Borges, 2020).

3. RESULTADOS DE PESQUISAS DESENVOLVIDAS NO BRASIL (2017 — 2022)

Na presente secio discutiremos alguns indicadores resultantes de um conjunto de 8 (oito) pesquisas de
dissertagoes de mestrado, desenvolvidas no periodo (2017 — 2022). Cabe observar que, em determinados
casos, tendo em vista a robustez do conjunto de publicacoes e resultados decorrentes do objeto de
investigacao, tanto publicagoes do 4mbito da Educacio Matematica, bem como em Matemidtica Pura,
indicamos um prosseguimento, em nivel de doutorado, dos trabalhos indicados por (*) no quadro 2. Por sua
vez, em (**), indicamos um ultimo objeto de investigagio em desenvolvimento a partir de 2022.



FrANCISCO REGIS VIEIRA ALVES, ET AL. BRASIL X PORTUGAL: PESQUISAS DESENVOLVIDAS NO AMBITO DO

ENSIN...

Conjunto de dez sequéncias numéricas recorrentes € seus respectivos valores para indices inteiros.

QUADRO 2

Dissertactes desenvolvidas no
FPrograma de Pos graduacao em Ensino
de Ciéncias e Maternatica - [FCE

Locus da pesquisa e
publico alvo

Dos Santos (2017 - Urmna Engenharia
Didatica para a nogdo de sequéncia
extendida de Fibonacci: urma
experiéncia no contexto do IFCE.

Licenciatura e
Matematica,
disciplina de Histéria
da Matermatica, 5°
Sermestre.

Oliveira (2015) - Engenharia Didatica
Corm O terma: relactes bidimensionais,
tridimensionais e n-dimensionais Jdo

modelo de Fibonacoai.

Licenciatura erm
Matermatica,
disciplina de Histéria
da Matermatica, 5°
Sermestre.

Souza (2020) - Sequéncia
Generalizada de Jacobsthal: uma
Engenharia Didatica sobre seu ensing.

Licenciatura erm
Matermatica,
disciplina de Histéria
da Matermatica, 5°
Sermestre.

Moronha (2020). Engenharia didatica
classica sobre a sequéncia de pell e
seus modelos de generalizacio.

Licenciatura em
Matermatica,
disciplina de Histéria
da Maternatica, 5°
Sermestre.

Vieira (2021). Engenharia Didatica
EDY: 0 caso da Generalizagdo e
complexificacdo da sequéncia de
Coordonier cu Fadowvar.

Licenciatura em
Matermatica,
disrciplina de Histéria
da Matematica, &°
sermestre.

Earros (2021). Engenharia Didatica
sobre 0s numeros Figurados k-
dimensionai, relagdes recorrentes,
termo geral, fungdo geradora e
representacao por meio de recursos
COMputacionais.

Licenciatura em
Matermatica,
disciplina de Histéria
da Matermatica, 5°
SErmestre.

Eezerra (2021). Engenharia didatica
COT O terna; sequénicia de MNarayana e
05 nirneros de MNarayana.

Licenciatura ermn
Matermatica,
disciplina de Histdria
da Matermatica, 5°
sermestre.

Mangueira (202Z2). Sobre o processo de
complexificacdo e hibridizacio e
hipercormplexificagdo de sequéncias
lineares recursivas. (*) Cesenvolvido
110 eNSITG remoto)

Licenciatura em
Matermatica,
disciplina de Histéria
da Matermatica, 5°
sermestre.

Aspectos histdricos-epistemoldgicos e
MAtemAticos sobre a Sequéncia de
Leonardo Corm arpard errl urtla
Engenharia de Formagdo. (%%

Pesquisa iniciada erm
2022,

Aspectos histdricos-epistemoldgicos &
MAteTALCos sobre a Sequéncia de
Padovan-Perrin Comm amnparo e uma
Engenharia de Formacio. (%),

Pesquisa iniciada erm
z20z2.

Elaboragio dos autores

De forma resumida, os trabalhos de Dos Santos (2017) e Oliveira (2018) proporcionam um vasto material
sobre a sequéncia generalizada de Fibonacci que, em certo sentido, Oliveira (2018) aborda em um contexto
histérico e evolutivo modelos de generalizagao de inimeras propriedades discutidas em Dos Santos (2017).

Ernst Erich Jacobsthal (1882 — 1965) foi um teérico dos nimeros que tinha sido expulso de Berlim e
se tornou um refugiado & Noruega e Suécia entre 1939 e 1943. O mesmo foi aluno do grande matematico
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Ferdinand G. Frobenius (1849 — 1917). Em alguns de seus trabalhos, Jacobsthal descreveu os primeiros
valores numéricos para a sequéncia, que produz a seqiiéncia Jacobsthal (para x = 2), como um caso particular

de Fibonacci. (ver figura 5).

werte # eintreten. Um diese zn charakierizieren, hemerke ich, daB die Sub-
stitution (5) sich auch in der Form I :
; Fas 18
© = {10) % (=013.)
h . Lz\n
schreiben liBt Diese Gleichung sieht nach Ausrechoung der Potenz (1*:;)
§0 aus: ail
[ F = rﬂ a;fm-l ' (=01
Hierin bedeutet f, = f,(#) cine ganze ganszahlige Funktion von z, die dem
Hekursionsgesctze
{E.) f;|+1=.f'].-|-ﬂ:fﬂ—1| -’1—1. = ﬂ’ fﬂm]_‘ lf:l'l.':ll,l,i',,..-.-}
genligt. ‘Bekanntlich sind die Zahlen [ (1) die sogenannten Fibonaccischen
Zahlen. Man nennt daher die Polynome /() die Fibonaccischen Polynome.

FIGURA 5
Possibilidades de generalizagao da sequéncia de Fibonacci segundo Gullberg (1997)
Gullberg (1997, p. 286)

Podemos observar que o conjunto {J,,}:{0, L, 1, 3,5, 11, 21, 43, 85, 171, .} (ver quadro 1) definida por e
representado com a seguinte recorréncia J,=J, +2J,,,n=2,, com as condigdes iniciais J,=0,J;=1
Notamos o uso de representagoes de matriz e a descri¢ao de uma segunda ordem de sequéncia recorrente
homogéneos que, para o caso x = 1 podemos determinar a sequéncia de Fibonacci e para x=2 a sequéncia
de Jacobsthal. No trabalho de Souza (2020) deparamos a descri¢io de um itinerdrio de investigagio, com o
amparo da Engenharia Didética, envolvendo a discussao de situagoes didaticas.

Em um trabalho mais recente, Vieira (2021) desenvolveu uma investigagio histérica sobre uma sequéncia
numérica desconsiderada pelos compéndios de Histéria da Matematica, denominada de sequéncia de
Padovan ou Coordenier. Os numeros de Padovan foram descobertos pelo arquiteto Italiano Richard
Padovan (1935 - ?), nascido na cidade de P4dua e representam uma espécie de modelo 3D correspondente
aos niimeros de Fibonacci (Barros, et al, 2020). Por sua vez, o holandés Hans Van Der Laan (1904 - 1991)
conduziu o curso de arquitetura e utilizou a basilica crista primitiva de abadia como exemplo para treinar
arquitetos na reconstrugao de igrejas apds a Segunda Guerra Mundial.
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Processo historico-evolutivo do Modelo de Complexificagdo

da Sequéncia Generalizada de Fibonacci

Hoggatt & Asci & Alves &
Long Gurel Catarino
(1574) (2012) (2018)
Polindmios com

GENERALIZADA Polindmios com Polindmios Bivarados & Variivel
varidveis Complexos Complexa

POLINOMIAL DE uma varidvel duas

FIBONACCI Taskopri Alves &
& Altintas Oliveira
(2015) (2017)

s Pethe &

Horadam

(1985) (1908

05 NUMEROS

GAUSSIANOS DE  Relagdes recorrentes uni, bi & tridimensionais
FIBONACCI Oliveira, Alves

& Paiva
(2017)
Caratay 5

© O O E

(2018)

ALGEBRA (2016)

Quaternions de Biguaternions Quaternions Complexos  Octonions de
QUATERNIONICA .

Fbonacci de Fibonacei
E OS OCTONIONS == Kegliogiu Olvairn
[1963) & Akkus & Alves
(2014) (2018)

FIGURA 6
Discussao de um amplo cenério histérico-evolutivo

sobre a Sequéncia de Fibonacci segundo Oliveira (2018)
Oliveira (2018)

Laan e seu irmao buscavam padroes para a arquitetura, e acabaram por descobrir um novo padrio de
medidas onde a construcio desse se d4 através de um nimero irracional, ideal para se trabalhar em escala
geométrica ¢ objetos espaciais (retdngulos, trapézios, elipses e etc).

Na figura 7, Vieira (2021) explica um viés histérico-evolutivo sobre a sequéncia de Padovan ou
Coordonier. Cabe assinalar, todavia, a contribuicio para o avanco da teoria relacionada com o interesse
pela generalizagio da respectiva sequéncia, amparada e validada por inimeras publicagdes nacionais e
internacionais (Vieira & Alves, 2019).

11



RevisTA DE HiSTORIA DA EDUCAGAO MATEMATICA, 2022, VOL. 8, ISSN: 2447-6447

PROCESSO HISTORICO-EVOLUTIVO DA SEQUENCIA DE
PADOVAN OU CORDONNIER
WIEIRA E ALVES, 20186, o'
e LLOREA-BOFI B
21w SPNADELE | | acuoomsnns, | [PADOVAN, 1084 | o O i1e
BUITRAGO, 2008 B u J VOETE SCHOONJANS,
2012
- Aplicacho e
Reconstrugho Mumero A sequéncia " "
b integracao com Historico
d P
e Igrejas | lastico de Padovan  aarquitetura
VIEIRA E ALVES, VIEIRA, ALVES B
2019ASEENLKLUL, P CATARING,

atal,, 20M19cMSKAYA E
B8 SOKHUMA, MENKEN, 2013/ CERDA. VIEIRA E

2013, MORALES, 2017 ALVES, 218
Represantacio Sequencia

F:‘:Iriﬂal {545 20wni5g.1) Padovan Afim Generalizagio
Padovan
TAECI, 30180/
ThaC ‘:E:'i;i.i DISKAYAE
2018 aptec || MENKEN.2018
Relagaes - A
Recorrenies b ohGmeras | NUTESS | quaternions Octonions Sedsnions  Complexificagdo

FIGURA 7
Discussao do processo historico-evolutivo da Sequéncia de Padovan ou Coordonier segundo Vieira (2021)
Vieira (2021, p. 286)

Na figura 8, identificamos uma situacio didatica envolvendo a descoberta de propriedades recursivas,
envolvendo a representagao matricial vinculada com a sequéncia de Padovan ou Coordonier. A intervengio
ocorreu no ano de 2019 ¢ o professor (em formagio inicial) comunica ao investigador a descoberta de
propriedades matriciais. Cabe observar, com origem nas figuras 6,7, 10 ¢ 11 um amplo cendrio de evolugao
dos objetos matemdticos considerados e que possuem intimas relagoes com nog¢oes da Educagio Bésica, tais
como: Matrizes, recorréncia, Determinantes, Equagoes polinomiais, Nimeros binomiais, Sistemas.

[?;'ﬂ{-;aol h.*)‘:)_? —| 33 6;8 ?I"J"" j]%m Bn

blo 0]
2
FIGURA 8
Discussio do processo histérico-evolutivo da Sequéncia de Padovan segundo Vieira (2021)
Vieira (2021)

Na figura 9 descrevemos trés momentos envolvendo um processo de investigagao dos professores. Ao lado
esquerdo, na mesma figura, a professora desenvolveu e resolveu um sistema de 3 equagoes e 3 incdgnitas,
com o escopo de determinar a férmula de Binnet (Alves, 2017). No lado direito, o professor comunicou ao
pesquisador que o produto de matrizes determinou elementos da sequéncia de Padovan ou Coordonier, de
ordem elevada. No meio da figura 9, podemos identificar o desenvolvimento e descoberta da possibilidade
de célculo de elementos com indices negativos presentes na Padovan ou Coordonier.
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FIGURA 9
Discussio do processo histérico-evolutivo da Sequéncia de Padovan ou Coordonier Vieira (2021)
Vieira (2021, p. 286)

Por fim, no cotejo dos trabalhos e pesquisas desenvolvidas no periodo (2017 — 2022) assinalamos o
trabalho de Mangueira (2022) que desenvolveu uma investigacao amparada pela Engenharia Did4tica com
o interesse em dois processos matemdticos distintos, a saber: (a) o processo de hibridizacio de sequéncias
numéricas recursivas (ver figura 10); (b) o processo de hipercomplexificagio de sequéncias numéricas
recursivas (ver figura ). Os itens (a) e (b) confirmam um processo evolutivo de generalizagio das sequéncias

que revela o interesse contemporineo de pesquisadores em vérios paises (Sridharan; Sridharan & Srinivas,
2015).

Hibridizacdo das sequéncias
linerares recursivas
Cudernir (2018) Cerda-Marales [2018) Cataring (2019} Mangueeirs, Alves &
| Cataring [no preka)
| = Mimeros Hibrides " » Investigacha de | =08 nimeros hibridos » O quatérmions
de i-Pell hibridos de
Leonardo
Mangueira, Visiea, Ak Mangusira, Abves e Blangusirae Ak Mangusera, Alves s
# Catading (2020) (2020} | Cataring (2021)
|_| * Os mdmeros hibridos SN = Mumeros hbridos de = Nameros hibridos de -\_‘ * 0% rdmeros hibridos
de Padovan o Mersonne Fibanacci o Pell de Leanardo
aAlgumuars identid ades
Vieina, dbves € Mangucira, Vieira, dlves Srynaliana [2018)
I-cu-mumn
i = Rel | » Os nimevos hibridos
o Horadam

FIGURA 10
Discussio do processo de hibridizagao de sequéncias recorrentes segundo Mangueira (2022)
Mangueira (2022, p. 286)

Na figura 11 Mangueira (2022) proporciona elementos de um cenério histérico-evolutivo sobre o processo
que, do ponto de vista matemadtico, envolve em inserir unidades imaginarias , considerando determinadas
regras formais. Mangueira (2022) recorda o trabalho pioneiro e um dos primeiros que abordaram tal
problema, como o de Harman (1981).
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Hipercomplexificacio
Complexificagio das sequéncias
linerares recursivas
Harman {1981) Oliveira, Alves @ Paiva Mangueira, Vieira, Alves Mangueira, Vieira, Alves

« Niimeros complexos E = Identidades bie | *Relagbies ‘ *Relagies bi, trie n-
de Fibonacci tridimensionals para bidimensionais dimensionais da
FRelagBes bi e os nimeros de sequingia de Lucas sequéncia de
tridimensionais Fibonacci na forma Jacobsthal

complexa |
| Vieira, Atves e Catarino | Vielra, Mangueira, Aves | Mangueira, Visica, Alves ' Vieira (2020)

* Relagfies = RelagBes Recorrentes = Relagies . *Relagiies bi, tri e n-
bidimensionais e n-dimensionais de bidimensionals da dimensionais da
identidades da Leonardo sequiéndia Perrin sequéncia de
sequéncia de Padovan
Leonarde |

Bezerra, Alves e Vieira Mangueira, Vieira, Alvese Vieira, Mangueira, Alves e
+Relacfiesbie #Relacfes bi, trie n- *RelagBes n-dimensionais
tridimensionais dimensionais da da sequéncia de Perrin
sequéncia de Narayana sequéncia de Mersenne
. . . - A . .
Discutiu do processo de complexificagao de sequéncias recorrentes segundo Mangueira (2022)
Mangueira (2022).

Na figura 12 divisamos um momento de validagio da situacio didética envolvendo a sequéncia
de Leonardo. Diante dos condicionantes impostos pelo virus Covidl9, todas asintervengdesocoridas
no trabalho de Mangueira (2022), com os professores participantes da pesquisa, ocorreu de forma
remota.Circunstincia que, em certa medida, comprometeu o acompanhemento e observagoes realizadas
pelos pesquisador.

FIGURA 12
Desenvolvimento do experimento de Mangueira (2022) de forma remota visando o cendrio de génese

da sequéncia de Leonardo ¢ o processo de complexificagao de sequéncias originado nos anos 80
Mangueira (2022).

CONCLUSOES E PESQUISAS FUTURAS

Nas secoes predecessoras apresentamos alguns indicadores de resultados que representam exemplos de
pesquisas desenvolvidas com o amparo de um design com profunda tradi¢ao na vertente francesa da Didatica
da Matemitica denominado de Engenharia Didética. Nossa amostra envolveu exemplos de pesquisas
desenvolvidas em nivel de mestrado, com énfase em um contexto e assuntos originados na Histéria da
Matemitica, todavia, com uma énfase declarada pelos seus aspectos histéricos — matemdticos e evolutivos
(Alves, 2018; 2019a; 2019b; 2022; Derouet, 2016), sem desconsiderar a constitui¢ao de um conjunto de
recursos diddticos paraa os professores, objetivando preencher fragilidades e deficiéncias encontradas em
compéndios de HM sobre o assunto matematico. (Alves, 2017; Alves & Catarino, 2022)
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Tendo em vista os limites de discussao em artigo cientifico, optamos pela indicacao do viés histérico
— epistemoldgico ¢ matemdtico correspondente aos resultados derivados de uma amostra de 8 (oito)
dissertacoes de mestrado desenvolvidas no periodo de (2017 — 2022), concorrendo para a constituicio e
a configuragao de uma ampla fonte de estudo, de pesquisa, de consulta e disseminagao para professores de
Matemitica em formacao inicial e continuada.

Desde seus primérdios histdricos, a nogao de Engenharia Didética (Perrin-Glorian, 1993) foi concebida
como uma metodologia na interface entre a ‘pesquisa’ ¢ o ‘ensino’. Particularmente, depois de algumas
décadas, o caso da Engenharia Didatica destinada 4 producio de recursos para a educagio regular e visando o
uso de recursos diddticos para professores ¢ um tema de pesquisa recente em Educagio Matemdtica (Perrin-
Glorian, 2019). Em todo caso, a despeito de identificarmos, de forma contemporanea, vérias tendéncias da
nocio de Engenharia, assumimos posi¢ao concorde com Perrin-Glorian (1993; 2011; 2019) ao mencionar
um fundamental processo estratégico de cooperacio entre professores ¢ o pesquisador objetivando uma
sinergia equilibrada.

Finalmente, os problemas e dificuldades causadas pelo viros Covid19 devem preservar efeitos prolongados
no ensino e contexto da pesquisa, todavia, no bojo dos trabalhos em desenvolvimento (ver Quadro
1), podemos prever um retorno para o ensino presencial, 0 que constitui um componente importante
para o desenvolvimento de pesquisas com os temas indicados em (**), agora seguindo um itinerdrio de
desenvolvimento em nivel de doutorado.
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NoTas

[3] A referida sequéncia foi introduzida pela primeira vez no trabalho de Catarino & Borges (2020).

[4] De forma geral, quando mencionamos a nogio de validacio interna (Artigue, 2020) fazemos referéncia ao modus
operandi do investigador que deve confrontar os dados da andlise a priori com os dados da andlise a posteriori.
Todavia, com o amparo do pensamento de Laborde (1997) podemos acrescentar a possibilidade de validagio interna
e validagdo externa A sequéncia diddtica desenvolvida com o grupo de estudantes (participantes e nio participantes de
uma investiga¢do com amparo de uma Engenharia Did4tica de Formagao.
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