Articulos

Innovaciones

Educatvas

Bustos Tiemann, Cristidn; Ramos Rodriguez, Elisabeth

Cristian Bustos Tiemann
cristian.bustos.t@mail.pucv.cl

Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso, Chile
Elisabeth Ramos Rodriguez
elisabeth.ramos@pucv.cl

Pontificia Universidad Catélica de Valparaiso, Chile

Revista Innovaciones Educativas
Universidad Estatal a Distancia, Costa Rica
ISSN: 1022-9825

ISSN-e: 2215-4132

Periodicidad: Semestral

vol. 24, nam. 36, 2022

Recepcidn: 14 Septiembre 2021
Aprobacion: 12 Noviembre 2021

URL:

g?\rneli

Resumen: Las dificultades relativas a la ensefianza y aprendizaje
del célculo implican tanto al estudiantado que cursa la asignatura
como al profesorado que la imparte, més atin cuando los cambios
curriculares incitan al profesorado a ensefarla en el nivel de
secundaria. En este sentido, la presente comunicacién tiene
por objeto indagar en el conocimiento de los conceptos del
célculo: limite, derivada e integral que manifiestan las personas
docentes chilenos de educacién secundaria. Para ello, se ha
empleado el modelo analitico del conocimiento especializado
del docente de matemdtica, conocido como MTSK. Mediante
una metodologfa cualitativa, se realizd un test a docentes de
matemdtica de Chile, abordando su anilisis desde la categoria
definiciones, propiedades y sus fundamentos del subdominio
del conocimiento de los temas. Los principales resultados dan
cuenta de una tendencia a la ensefianza tradicional con énfasis
en la definicién erudita, con algunos aportes de la geometria
dindmica para la visualizacién conceptual. Con este estudio,
se pretende aportar a la comprensién del conocimiento del
profesorado de matemdtica, evidenciando la manera en que se
enfrentan a la ensefianza del calculo en secundaria, en el nuevo
escenario curricular en Chile y al mismo tiempo, promueva la
reflexién no solo sobre el conocimiento que deben poner en
juego para ensefiar los objetos matemadticos limite, derivada e
integral, sino que también sobre el rol que tiene cada uno de
ellos en el tratamiento de los temas del célculo para la ensefianza
secundaria.

Palabras clave: MTSK, ensefianza de la matemdtica, calculo,
docente de secundaria, epistemologia.

Abstract: Difficulties related to calculus teaching and learning
involve both the students taking class and the teachers in
charge, particularly when curricular changes force teachers to
teach calculus at high school level. In that sense, this work’s
objective was to inquire what teachers know about the calculus
concepts of limit, derivative, and integral. In order to do that, we
used the analytical model of Mathematics Teacher’s Specialized
Knowledge, known as MTSK. Using a qualitative methodology,
we applied a test to Math teachers in Chile, addressing their
analysis of the category definition, properties, and foundations
of the subdomain of knowledge on the subject. The primary
outcomes show the tendency to teach these topics using a
traditional approach, emphasizing scholarly definition and some
dynamic geometry contributions for conceptual visualization.
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This study intends to contribute to the understanding of
mathematics teachers’ knowledge, evidencing how they face the
teaching of calculus in secondary school in the new curricular
scenario in Chile. Moreover, it promotes reflection not only
on the knowledge that they need to teach the mathematical
limit, derivative and integral objects but also about their role in
treating calculus issues for secondary education.

Keywords: Mathematics teaching, calculus, high school teacher,
epistemology.

Resumo: As dificuldades relacionadas ao ensino e a
aprendizagem do célculo envolvem tanto aos discentes que
o estudam quanto aos docentes que o ensinam, mais ainda
quando as mudangas curriculares instigam aos professores
a ensinar cilculo no ensino médio. Nesse sentido, este
trabalho tem por objetivo sondar o conhecimento que os
docentes chilenos de ensino médio tém sobre os conceitos
de cdlculo: limite, derivada e integral. Para isso, empregou-
se o modelo analitico do conhecimento especializado de
professores de matematica, conhecido como MTSK. Mediante
uma metodologia qualitativa, foi feito um teste aos professores de
matemitica do Chile, abordando a andlises que eles tinham desde
a categoria das defini¢oes, propriedades e seus fundamentos
do subdominio do conhecimento dos temas. Os principais
resultados mostram uma tendéncia ao ensino tradicional com
uma énfase na defini¢io erudita com algumas contribuicoes da
geometria dinimica para a visualizagio conceitual. Pretende-
se com este estudo, contribuir para uma compreensio do
conhecimento dos professores de matemdtica evidenciando a
maneira na qual enfrentam o ensino do calculo no ensino
médio no novo cendrio curricular no Chile ¢, 20 mesmo tempo
promovendo a reflexio nio s6 sobre o conhecimento com o
qual devem ensinar os objetos matemdticos: limite, derivada e
integral, sendo que também sobre o papel que tem cada um deles,
no tratamento dos temas de cilculo no ensino médio.

Palavras-chave: MTSK, ensino das matemadticas, calculo,
docentes de ensino médio, epistemologia.

INTRODUCCION

Si bien las problematicas del calculo hicieron sus primeras manifestaciones en la época de la antigua Grecia
clasica, no fue sino hasta fines del siglo XVII y comienzos del siglo XVIII, en que se desarrollaron métodos
sistemdticos para su resolucién. En toda esa trayectoria, es posible observar lo complejo que significé para el
ser humano trabajar con lo que hoy son los objetos matematicos de limite, derivada e integral. Actualmente,
las dificultades relativas a la ensefianza y aprendizaje del célculo implican tanto a los estudiantes que cursan
la asignatura como al profesorado que la imparte. Evidencia de esto se puede encontrar en numerosas
investigaciones (Contreras, Luque y Ordonez, 2003; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares, 2008), en
donde destacan que, aunque se planteen cambios en su ensenanza, en general, esta se sigue impartiendo de
manera tradicional.

Algunos autores (Salinas y Alanis, 2009) consideran que este paradigma tradicional, estd en la secuencia
de ensenanza en la que la persona docente se limita a exhibir una estructura que da cuenta de que para
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ensefiar derivadas, por ¢jemplo, habrd que ensefiar antes limites (porque la derivada es un limite) y para
ensefiar limites habrd que ensefiar antes funciones (porque los limites son de funciones), y para ensefiar
funciones habrd que ensefiar antes los nimeros reales (porque son funciones de variable real). En este
mismo esquema, el estudiantado incorporard a sus conocimientos las aplicaciones de la derivada como
procedimientos repetitivos del tipo: para obtener el maximo se deriva y se iguala a 0.

Otras investigaciones mencionan que en la ensefanza del calculo se dan, en general, dos enfoques. Por
un lado, aquel en donde se favorece el uso de algoritmos y procedimientos y, por otro, en que beneficia los
enfoques formales y tedricos (Alfaro y Fonseca, 2018). Al respecto, Bravo y Cantoral (2012) plantean que la
definicién formal no es adecuada para el aprendizaje, pues dicha herramienta no serd utilizada posteriormente
en términos practicos y en consecuencia, no se evidenciardn elementos que puedan dotarla de sentido.
Es decir, parece ser que la problemdtica del aprendizaje del célculo, estd ligada con el estilo de ensenanza
preponderante y sus dificultades se ponen de manifiesto al considerar sus conceptos basicos como objetos
de ensenanza.

Por otro lado, las investigaciones sobre lo que debiera conocer una persona docente para la ensefianza
de la matematica en el aula, ha dado origen al desarrollo de diferentes modelos. Desde los trabajos de
Shulman (1986), con el concepto de Conocimiento Pedagégico del Contenido, muchos investigadores han
desarrollado esta linea de investigacion surgiendo asi el “Knowledge Quartet” (KQ) (Rowland, Huckstep y
Thwaites, 2005) y el “Mathematical Knowledge for Teaching” (MKT) (Ball, Thames y Phelps, 2008), por
cuanto suponen una adaptacion del modelo de Shulman al dominio de la matemitica. Basindose en las ideas
de los modelos anteriores, surge el Conocimiento Especializado del Docente de Matemdtica (MTSK, por
sus siglas en inglés), desarrollado por Carrillo et al. (2013) en la Universidad de Huelva, el que se utiliza
en este estudio, dada la caracteristica del modelo en adoptar una perspectiva intrinseca para caracterizar el
conocimiento del profesorado, lo cual facilita la asignacién de unidades de informacidn, al tiempo que no
necesita de explicaciones en relacion con otras profesiones (Carrillo, 2017). Es posible considerar, de acuerdo
con Scheiner et al. (2017), tres aspectos que hacen que el conocimiento del profesorado sea especializado:
el primero, es que quienes ensefan matematicas necesitan saber conocimientos adicionales a la materia;
el segundo, es que ellos necesitan conocer la materia de una manera cualitativamente diferente a otras
profesiones de las matematicas (matemdticos, fisicos, ingenieros, entre otros) y a docentes de otras materias
(de fisica, de biologfa, entre otros), y el tercer aspecto, es que necesitan saber cdmo organizar o estructurar la
materia de manera accesible para el estudiantado.

El modelo se compone de dos grandes dominios, el dominio del conocimiento matemético (MK) y el
dominio del conocimiento did4ctico del contenido (PCK), cada uno de los cuales considera tres subdominios
(Figura 1). Una caracteristica relevante es que estos subdominios emanan de lo que el profesorado conoce
o necesita saber para ensefar, sin necesidad de recurrir a otras profesiones, evitando los problemas de
superposicion que afecta a otros modelos (Carrillo et al., 2018). Es importante destacar que la diferenciacion
en dominios y subdominios se realiza con fines analiticos, pues se asume que el conocimiento del profesorado
no es compartimentado, sino que integrado (Contreras et al., 2017).

En el esquema del modelo MTSK, que se presenta a continuacién, las creencias figuran en el centro para
indicar, por medio de linea segmentada, su intima relacién con todos los subdominios del conocimiento del
docente.
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Figura 1. Modelo del conocimiento especializado del docente de matematica, MTSK
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Fuente: Carrillo et al. (2018, p. 6).

FIGURA 1.
Modelo del conocimiento especializado del docente de matematica, MTSK
Fuente: Carrillo et al. (2018, p. 6).

El dominio del Conocimiento Matemdtico (MK) se fundamenta, principalmente, en el conocimiento
de la disciplina que se ensefa, especificamente lo que conoce y como deberia conocer la matematica el
profesorado que ensena esta drea. Si bien, el modelo contempla que la persona docente debe conocer
en profundidad el contenido matemiético que debe entregar (Carrillo et al., 2014; Escudero, 2015), no
considera, exclusivamente. el conocimiento de la matemdtica como disciplina cientifica, sino también como
un cuerpo estructurado de conocimientos que condicione su ensefianza y aprendizaje. El dominio MK esta
subdividido en los tres subdominios: Conocimiento de los Temas (KoT), Conocimiento de la Estructura
de las Matematicas (KSM) y el Conocimiento de la Prictica Matematica (KPM). Cada uno de estos
subdominios tiene asociado sus propias categorias que permiten caracterizar a cada uno de ellos.

El dominio del Conocimiento Didéctico del Contenido (PCK) tiene como caracteristica principal, que
es un conocimiento particular del profesor, propio de la ensefianza. Este dominio también se subdivide
en tres subdominios: Conocimiento de la Ensefianza de las Matemdticas (KMT), Conocimiento de las
Caracteristicas del Aprendizaje de las Matemdticas (KFLM) y el Conocimiento de los Estindares de
Aprendizaje de las Matemdticas (KMLS). Estos subdominios se refieren, especificamente, a la practica en
aula y también tienen sus propias categorias asociadas.

Para este estudio, se ha centrado en la categoria definiciones, propiedades y sus fundamentos del KoT. El
KoT del docente supone conocer el contenido matemdtico que se desea ensefar, junto con sus significados,
propiedades y procedimientos de manera fundamentada (Carrillo et al., 2018). Por definiciones se entiende
el conocimiento del profesorado sobre definiciones parciales, alternativas y las diferentes formas en que una
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definicién puede ser explicitada, ya sea de manera oral, escrita, lenguaje natural o lenguaje matematico. Las
propiedadesy sus fundamentos hacen referencia al conocimiento del docente sobre las propiedades atribuidas
aun tema, objeto matemdtico o procedimiento, que le aportan significado y sentido (Aguilar, 2016).

Sin embargo, se debe hacer notar que la categoria definiciones, propiedades y sus fundamentos se considera
como un todo integrado por las dificultades en delimitar con claridad, la frontera entre definiciones y
propiedades (Lifidn, 2017), pues una definicion involucra un conjunto de propiedades del objeto definidoy,
por otro lado, una propiedad puede ser usada en la definicidén de un tipo particular de objetos.

De acuerdo con lo senalado por Montes (2015), el subdominio KMT parece solaparse con el modelo
completo, pues la especializacion es entendida por el MTSK, como la integracién de todos los subdominios
hacia la ensenanza de la matemdtica. En este sentido, se consdeira la categoria estrategias, técnicas, tareas
y ejemplos del KMT para este estudio. Esta categoria se enfoca en la intencionalidad de la ensenanza del
profesorado, en un tema matemitico.

Para el concepto de limite, se pueden apreciar diversos conocimientos del profesorado, como aquellos
relacionados a la notacidn formal - § para limites, el paso al limite como una tendencia, la aproximacion
intuitiva a través de la divisibilidad infinita y los limites laterales. En este sentido, existen estudios que dan
cuentade la presenciade estas ideas en el dmbito escolar y destacan, que algunas propuestas informales tienden
a presentar ciertas imprecisiones, y por otra parte, aquellas con mayor formalidad tienden a ser, a veces, de
un excesivo rigor y por tanto, no muy apropiadas para los estudiantes de secundaria (Blazquez, Gatica y
Ortega, 2009). Otros autores (Claros et al., 2016) plantean que la introduccién intuitiva del concepto de
limite puede llevar a una comprensién incompleta por parte de los estudiantes y senalan que dichos enfoques
deben ser complementados con sus desarrollos formales para lograr aprendizajes significativos sobre dicho
concepto. Los mismos autores senalan que los enfoques intuitivos deben preceder a los enfoques formales en
el desarrollo de una secuencia did4ctica.

Por otro lado, para el concepto de derivada se cuenta con que el profesorado debe conocer la definicién
formal a través de limite, la derivada como pendiente de la recta tangente y la derivada como razén de cambio.
Al respecto, se puede mencionar el estudio de Garcfa, Gavildn y Llinares (2012), en donde presentan la ruta
del conocimiento de ensefianza para el profesorado de ultimo afo de secundaria, el cual consiste en partir por
definir el concepto a través de la recta tangente a la curva, pasando por el concepto de limite para finalmente,
llegar a las explicaciones basadas en los algoritmos para calcular derivadas. Se evidencia asi, a través de este
proceso, la forma de desarrollar su ensefanza.

En el caso del concepto de integral, destacan los conocimientos docentes sobre la integral como proceso
inverso de derivar, la antiderivada, la aproximacién por el limite de suma de 4reas de rectangulos, la integral
como 4rea bajo la curva, la integral por medio de sumas de Riemann y las aproximaciones por medio de
tablas de valores y registros gréficos. Una caracterizacion sobre la ensenanza de la integral la se puede ver
en Alanis y Santoja (2011), que da cuenta de un énfasis en lo algoritmico desprovisto de significados, con
una conceptualizacién basada tnicamente, en la nocidn de 4rea y privada de afinidad con otras ciencias,
con empleo de los diferenciales por sus bondades didacticas y con la tecnologia como recurso para salvar las
dificultades. Dichos autores senalan, que dicha caracterizacion resulta incompleta para construir el proceso
mismo de la integracién. Por otra parte, Cordero (2005) sugiere situaciones de ensefianza que resignifiquen
la integral, cuya atencidn se centre mds en situaciones especificas de variacién continua y cambio, y no
directamente en los conceptos de funcién derivada o sumas de Riemann.

Por otro lado, en Chile, los tépicos mds avanzados relacionados con el calculo, que se trataban en la
educacién secundaria, tenfan que ver con los conceptos de sucesién y sumatoria. Desde el afio 2021 se ha
incluido en el sistema escolar secundario, la asignatura de profundizacién “Limite, Derivadas e Integrales”
con intencién de abordar

Conceptos y resultados que son ttiles para estudiantes de Educacién Media que quieren seguir estudios
superiores, técnicos o universitarios, en que la asignatura de Matemdtica es una herramienta central; en
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particular, prepara para los cursos de Célculo que habitualmente se dictan en la Educacién Superior.
(Ministerio de Educacién de Chile, MINEDUC, 2021, p. 21)

Este cambio curricular hace que profesores del sistema escolar chileno, se vean enfrentados a la ensefianza
de temas que habian tratado en su formacién inicial, pero que no habian tenido oportunidad de impartirlos
en la ensefianza secundaria, lo que los lleva a retomar sus conocimientos matemdticos y didacticos sobre estos
temas. De esta manera, es que este estudio se enmarca en la linea de trabajo de formacién de profesores en
los nuevos escenarios educativos chilenos, centrindose en el conocimiento matemadtico que evidencian las
personas docentes de secundaria.

Bajo este contexto, surge la pregunta ¢qué conocimiento matemdtico de los temas (KoT) evidencian las
personas docentes chilenos de secundaria sobre los conceptos del calculo: limite, derivada e integral?, lo
que lleva a plantearse como objetivo general del estudio, analizar en el conocimiento de los temas (KoT),
en relacién con los conceptos del célculo: limite, derivada e integral, desde las definiciones, propiedades
y sus fundamentos, que manifiestan las personas docentes chilenos de educacién secundaria. Para ello, se
han propuesto tres objetivos especificos: a) indagar en el conocimiento de las definiciones, propiedades
y sus fundamentos de limite que manifiestan docentes chilenos, b) indagar en el conocimiento de las
definiciones, propiedades y sus fundamentos de derivada que manifiestan docentes chilenos y, ¢) indagar en
el conocimiento de las definiciones, propiedades y sus fundamentos de integral que manifiestan las personas
docentes chilenos.

MATERIALES Y METODOS

Esta investigacion, se desarrolla en el contexto de las nuevas bases curriculares de Chile para la
ensefianza secundaria. El paradigma de investigacion es de caracter cualitativo con un enfoque descriptivo-
interpretativo (Herndndez, Ferndndez y Baptista, 2014), de tal forma de describir ¢ interpretar significados
(Gibbs, 2012), los cuales son contemplados desde la perspectiva de la subdimensién KoT del MTSK en
cuanto a describir, qué y de qué forma el profesorado conoce los temas.

El disefio se enmarca en un estudio de caso, considerando lo planteado por Yin (2018), en cuanto este debe
permitir un acceso rdpido a los datos. En este sentido, la seleccién de los participantes de este estudio, fue
por criterio de disponibilidad y accesibilidad para responder a un test enviado por correo electrénico. Como
resultado de este proceso, se cuenta con 11 sujetos informantes, los cuales son docentes de matematica de
Chile, que realizan clases en la ensenanza secundaria.

El instrumento de recogida de datos, corresponde a un test (Figura 2), para cuya construccién se empled
la validacion de expertos, en este caso especialistas en didédctica de la matematica, quienes revisaron el nivel
de claridad y consistencia del instrumento. Para asegurar el nivel de confiabilidad del test se efecttio una
prueba piloto (ensayo del instrumento), en algunos profesores de secundaria, con el fin de asegurar que la
aplicacién repetida del instrumento (a las mismas unidades de estudio en idénticas condiciones), produce
iguales resultados.
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Figura 2. Instrumento de recogida de datos

(1) En el ambito educative, cémo definiria a sus alumnos el concepto de
(limite, derivada, integral)?

(2) Entregue una actividad o tarea que haria a sus alumnos para que entienda
el concepto de (limite, derivada, integral)
Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 2.
Instrumento de recogida de datos
Fuente: Elaboracién propia.

La primera pregunta apunta al conocimiento del profesorado en cuanto a las posibles definiciones,
parciales, alternativas y las diferentes formas de mostrar una definicién, que permitan dar sentido y significado
a cada objeto matemdtico. Si bien tiene un enfoque orientado a como lo presentaria a sus estudiantes,
se pretende rescatar de las respuestas, el KoT que manifiesta el docente, dado que se busca indagar en el
conocimiento especializado para la ensenianza, en relacién con los temas. Es decir, con ese enunciado se evita
que presente su definicién personal de cada tdpico, sin vincularla a la ensefianza, que es lo que pretende el
modelo MTSK.

En este sentido, es importante destacar que ambas preguntas, ademas, apuntan a la categoria estrategias,
técnicas, tareas y ejemplos del KMT, lo que podria permitir evidenciar la relacién entre KoT y KMT, por
ejemplo, en cuanto al conocimiento de las definicionesy propiedades, pero teniendo en cuentaque en el KMT
este conocimiento tiene el propdsito de estrategia de ensefianza. De todas formas, esta linea de investigacion
se ha dejado como proyeccién del estudio.

Con ambas preguntas, es posible indagar en el conocimiento del profesorado sobre las propiedades que
se le atribuyen a un tema, objeto matemdtico o procedimiento, y su relacién con otros objetos junto con su
fundamentacién matematica. Por ejemplo, la linealidad de la derivada y la integral, cuando son consideradas
como operadores, son propiedades que se pueden contemplar en esta categoria, pero que no definen al
objeto matematico. Por otro lado, los registros graficos son considerados como formas diferentes de explicitar
un objeto matemdtico o de mostrar alguna de sus propiedades, pero sin profundizar en el conocimiento
que tiene el profesorado sobre el tipo de registro, su notacién o su vocabulario, por lo que la categoria
registros de representacion del KoT no es abordada. De igual forma, las categorias del KoT fenomenologia
y procedimientos, no son contempladas en este estudio, porque las preguntas no apuntan directamente a la
aplicabilidad del objeto a situaciones fuera de un contexto matemdtico, en el caso de la fenomenologia, y no
dirigen la atencién sobre el uso de algoritmos convencionales y alternativos, en el caso de los procedimientos.

Se empleé el andlisis de contenido (Flick, 2004), en donde las unidades de andlisis fueron las respuestas del
test de cada encuestado. Las categorias de analisis surgen a partir del indicador definiciones, propiedades y
sus fundamentos del KoT, considerado para este estudio, con énfasis en las definiciones tanto formales como
alternativas que se han detectado en la literatura y presentadas en la seccidn anterior, y que se desglosa en

la Tabla 1.
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TABLA 1
Categorias de analisis

Concepto  Categoria
La notacion formal e- & para limites
El paso al limite como una tendencia

Aproyimacion intuitiva a traves de la divisibilidad infinita

Lirnite _ N _
Aproximacion por medio de tablas de valores
Uso de registro grafico por medio de la geometria festatica o dindrnica)
Existencia de limites laterales
Definicidn formal de la derivada a través de lirnite
_ La derivada como pendiente de la recta tangents
Derivada

La derivada como razdn de cambio
Uso de registro grafico por medio de la geometria festatica o dindiica)
La integral cormno proceso inverso de derivar, 1a antiderivada
Aproximacidn por el limite de surma de dreas de rectangulos

Integral  La integral como area bajo la curva,
La integral por medio de sumas de Riermann

Uso de registro grafico por medio de la geometria (estatica o dinamica)

Fuente: Elaboracién propia.

El andlisis de datos se ha enfocado en las respuestas presentadas para ambas preguntas (unidades de
andlisis), codificando globalmente ambas respuestas en qué categoria se ubican, teniendo en cuenta que
algunas de ellas se pueden situar en mds de una categoria. Posterior a ello, y en concordancia con los
tres objetivos especificos propuestos, se observa de manera integrada los hallazgos, en relacién con el
conocimiento de las definiciones, propiedades y sus fundamentos en cada tépico abordado, es decir, para
limite, luego para derivada y finalmente, la integral.

DISCUSION DE RESULTADOS

Los principales resultados dieron cuenta de una tendencia del profesorado hacia un conocimiento formal,
para explicitar los conceptos de limite, derivada e integral. Al organizar los datos recogidos se obtuvo la Tabla
2, que muestra las categorias y sus frecuencias surgidas de las producciones del profesorado.

TABLA 2
Resumen de la presencia de las categorias en las respuestas de los profesores

Lirnite Derivada Integral
Definicitn formal de limite de funcidn 211 Definicidn forrmal de la derivada a través de limite 2711 Antiderivada 2711

Corno tendencia o aproximacion 411 Razdn de carmbio 2/11 Area bajo 1a curva 511

Existencia de limites laterales 2/11 Pendiente de recta tangente §/11 Surnas de Riemann /11

Definicidn formal de limite de sucesidn 1711 Mo responde 2/11 Aproximacidn por €l lrmite de suma de areas de rectdngulos 6§11
Divisibilidad infinita 2j11 Uso de registro grafico 8/11 MNa responde 2/11

Uso de registro grafico 2711 Uso de registro grafico 5711

Fuente: Elaboracién propia.
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En muchos casos, se dio mas de una categoria para cada objeto matematico, pues hay docentes que
definieron, por ejemplo, la derivada como la pendiente de la recta tangente a la curva en un punto y ademis,
como una razén de cambio. Por otro lado, algunos de ellos, que declararon que preferian comenzar por
proponer la actividad o tarea y después entregar una definicién que surgiera de la misma. Los dos docentes
que no respondieron en derivada e integral, resultaron ser los mismos.

A continuacién, se muestra el analisis de los hallazgos, en relacién con cada objetivo especifico del estudio;
es decir, iniciando con un estudio en relacién con el concepto de limite, luego de derivada y finalmente, de
la integral.

Resultados para el concepto de limite

Para el concepto de limite se dieron tres casos, donde el profesorado lo definié usando la notacién formal
e- 0, dos para funciones y uno para sucesién, dando cuenta de una definicién més cercana al saber sabio en el
nivel de secundaria. En la Figura 3, se puede ver un ejemplo, donde se manifiesta conocimiento del docente
sobre el concepto de limite desde la definicién formal para funciones.

Figura 3. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definicion formal de limite

DEFINICION A SUS
ALUMNOS

Se puede entender el “limite" como dada f(x) definida en un intervalo abierto
que contiene a "x;" entonces se dice que:
i 1) =
Si para todo € > 0 (cota de error positiva), existe un § > 0 (existente por la
cota de error dada) tal que:
0 < |x — x;| < & (distancia entre valores de la abscisa menor que §) de modo
que |f(x) — L| < e (distancia menor que la cota de error)

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 3.
Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definicién formal de limite

Fuente: Elaboracién propia.

También, se destaca el obsticulo epistemoldgico de considerar el paso al limite, como una tendencia o
aproximacién. Se pueden ver dos ejemplos de ello en la Figura 4.

Figura 4. Respuestas que manifiestan conocimiento del docente sobre limite como tendencia o aproximacion

LUMNOS Awmnos

Como el concepto | Es un estudio de
que describe |a tendencia hacia
tendencia que cierto lugar

tiende una sucesion
o funcién.

También mediante
algunos graficos.

dentro de una
funcién, es decir,
ver que sucede
cuando uno se
acerca mucho

hacia algin sitio
que, por lo
general, es
controversial.

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 4.
Respuestas que manifiestan conocimiento del docente sobre limite como tendencia o aproximacion
Fuente: Elaboracién propia.

Se dan dos casos que evidenciaron el conocimiento del concepto de limite, desde un enfoque intuitivo a
través de la divisibilidad infinita, lo que estd més acorde al saber, a ensefiar lo planteado en el programa del
MINEDUC (2021). Se ve esta situacién en la Figura 5.
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Figura 5. Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre limite desde un enfoque intuitivo

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE LIMITE

Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre limite desde un enfoque intuitivo

1

¢La botella estd medio llena o medio vacia?

De manera grupal los estudiantes reciben dos
botellas con la misma capacidad, una de ellas se
encuentra llena de agua (A), en cambio la otra, se
encuentra vacia (B).

® (A
Q g

El objetivo principal de la actividad es traspasar el
agua de la botella llena (A) a la vacia (B), en los
pasos que se indicardn:

En primera instancia, debes traspasar la
mitad del contenido de agua de (A) a la
botella vacia (B).

. Luego, debes traspasar la mitad del

contenido restante de (A) a la botella (B).

. Después debes traspasar la mitad del

contenido restante de (A) a la botella (B) y
asi hasta que logres traspasar todo el
contenido a la botella (B).

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 5.

Fuente: Elaboracién propia.

Para los limites laterales, el profesorado consider6 actividades de completar tablas, acercandose por valores
desde la derecha y desde la izquierda, como se ilustra en la Figura 6, donde manifestaron su conocimiento de
limite desde la existencia de limites laterales.
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Figura 6. Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre limite

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE LIMITE

a través de la existencia de limites laterales

1. Complete la tabla de valores utiizando 4 decimales y estime el valor del limite.

[x-2
a) lim—
X X—4

b) l|r31’

X

1
lim —
c) lim 5=

X

x? 4 x-6

39 3.99 1999 | 4.001

4.01 4.1

Valor del
limite

1.9 1.99 |.999 2001

09 0 99 0.999 1.001

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 6.

|
1

T 1 Valor del
: limite

Valor del
limite

Respuesta que manifiesta conocimiento del docente sobre limite a través de la existencia de limites laterales

Fuente: Elaboracién propia.

También se evidencié conocimiento de tres docentes, en relaciéon con el limite desde el andlisis de las
gréficas de algunas funciones, para visualizar diferentes formas de acercamiento. Se puede ver, de los tres
ejemplos, evidencia de este conocimiento en la Figura 7. Sin embargo, de los 11 sujetos encuestados, ninguno
menciond el uso de GeoGebra, en tanto que si lo hicieron algunos con los conceptos de derivada e integral,

4 4
COmo s¢ vera mas adelante.

Figura 7. Respuestas que manifiestan conocimiento del docente Sobre el limite a través del analisis de graficos
ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE LIMITE

Si 0 i, harfa la ensefianza de limite con la
representacién grdfica acerca de lo que necesito  derecha, como autos por rutas acercandose por ambos
que interpreten (grdfica del linite), de cierta
manera, es para darle sentido a la definicién

faérlcd

Respuestas que manifiestan conocimiento del docente Sobre el limite a través del andlisis de gréficos
Fuente: Elaboracién propia.

Ejemplo 1

Analizar gréficamente diversos puntos f(x) por izquierday  Analizar, mediante la realizacién de grdficos, el

lados y verificar si estos chocan o no.

Ejemplo 2

Fuente; Elaboracién propia.

FIGURA 7.

Resultados para el concepto de derivada
Respecto del objeto derivada, solo dos docentes manifestaron conocimiento para su ensefianza a través
de la definicidn formal como un limite, pero después en las actividades, solicitaron encontrar la pendiente
de la recta tangente en un punto, sin explicitar cémo relacionan la definicién dada con la interpretacién
geométrica. Esto se puede evidenciar en la Figura 8, en donde se pretende que el alumno visualice la pendiente
de la recta tangente a partir de la definicién formal.

concepto de limite.
- Grafique un esquema superficial de la
funcién f(x) = log, x, y analice que sucede
cuando ésta va creciendo.

Ejemplo 3
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Figura 8. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definicién formal de derivada
y conocimiento de la derivada como pendiente de recta tangente

DEFINICION A SUS
ALUMNOS

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE DERIVADA

La derivada de una a) Sea f(x) = ? , ¢Cudl es la pendiente de la recta
funcién £(x) en un *

punto x, denctada por

fi(x)es Rr—3
b) Considere la funcién f(x) =+v3x — 2, ¢Cudl es la
y ecuacion de la recta tangente en el punto (2,3)?

f'(x)
= EED )
h—0 h

tangenteen x = 2

€) Sealafuncién g(x) = 3x* — 4x + 1, ¢En qué punto de la
gréfica tiene una recta tangente horizontal?

Para muchas funciones

esta formula

proporciona el valor de

la pendiente de una

recta tangente.

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 8.
Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la definiciéon formal

de derivada y conocimiento de la derivada como pendiente de recta tangente
Fuente: Elaboracién propia.

La mayoria del profesorado (8 de 11) explicé el concepto de derivada como la pendiente de la recta tangente
por medio del analisis de gréficos de funciones, usando GeoGebra, es decir, por medio de una actividad gréfica
y no con la definicién formal. Ejemplo de esto se puede ver en la Figura 9, en donde se evidencia conocimiento
del docente sobre la ensenanza de la derivada como pendiente de la recta tangente, por medio de una actividad
con GeoGebra.

Figura 9. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la pendiente
asociada a limite por medio de la geometria dindmica

DEFINICION A SUS
ALUMNOS

Al igual que en el
concepto de limites, el
concepto de derivada lo
introduzco con una
actividad (en este caso
un GeoGebra), de tal
manera que los
estudiantes asocien el
concepto de limites con
la pendiente, dos
conceptos trabajados
previamente.

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE DERIVADA

La actividad en GeoGebra es trabajar con una funcién
que tenga grado 3 o 4, y manipular las pendientes entre
dos puntos, y verificar qué pasa cuando esos puntos son
“coincidentes”.

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 9.

Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la
pendiente asociada a limite por medio de la geometria dindmica

Fuente: Elaboracién propia.

En una de las respuestas entregadas, se plante6 analizar gréficos de distancia versus tiempo, en donde la
derivada representa la velocidad, a pesar de no mostrar una actividad que acomparie esta idea. Sin embargo,
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esto es mds acorde con el programa de MINEDUC (2021), en donde se describe la derivada como funcién
de pendientes de rectas tangentes, después de considerarla como razén de cambio con ejemplos asociados
a la velocidad instantinea. Ademas, esta idea de la derivada asociada a la pendiente, corresponde al saber a
ensefiar y responde a uno de los problemas que dieron origen a la derivada (Avila et al,, 2013).

Resultados para el concepto de integral

En cuanto al concepto integral, en general se dieron dos tipos de propuestas de ensefianza, la integral como
antiderivaday la integral como 4rea bajo la curva. En el caso de la integral como antiderivada se pide, ademis,
calcular la primitiva de algunas funciones, como se puede observar en la Figura 10, en donde se manifiesta
conocimiento del docente sobre la integracién como célculo de primitivas.

Figura 10. Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre la integracion
como antiderivacién y calculo de primitivas

DEFINICION A SUS ALUMNOS ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE
INTEGRAL .
Recuperar una funcién F(x) a partir de su Calcula la funcién primitiva (anti-derivada) de
derivada f(x) se denomina antiderivacién. las funciones:
Utilizamos letras maytsculas como F, para
representar una antiderivada de una funcién a) g(x) =7x%-6x
f - Para encontrar todas las soluciones de esta
ecuacion, aplicaremos la antiderivacién o b) h(x) = VxZ + i!
integracion que anotaremos por el simbolo et |
Jii
Entonces la solucién general sera:
~ -
y=[f(nd:=rm+c !
Vanable de |
Integracidn

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 10.
Respuesta que evidencia conocimiento del docente sobre

la integracién como antiderivacién y célculo de primitivas
Fuente: Elaboracién propia.

Sin embargo, en la propuesta de integral como 4rea bajo la curva, se distinguen dos miradas. Una, donde
el profesor manifestd conocimiento sobre las sumas de Riemann, como se ve en la Figura 11, en la cual se
observa el uso de dicha concepcidn para su ensenanza.

Figura 11. Respuesta que evidencia conocimiento docente sobre la integral
a través de sumas de Riemann y el célculo de dreas

DEFINICION A SUS ALUMNOS ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE
INTEGRAL

A través de sus aplicaciones, especificamente | Calcule el drea de figuras que no sean
a través del cdlculo de drea y la suma de poligonos, como por ejemplo el drea bajo
Riemann una curva

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 11.
Respuesta que evidencia conocimiento docente sobre la

integral a través de sumas de Riemann y el célculo de areas
Fuente: Elaboracién propia.
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La segunda propuesta, ilustrada a través de dos ejemplos en la Figura 12, en donde se manifest6 un
conocimiento que emerge de manera mds intuitiva, usando el método exhaustivo para calcular el 4rea de un
circulo o mediante, la suma de las dreas de rectangulos que dividan la superficie bajo la curva.

Figura 12. Respuestas que evidencian conocimiento docente de la integral como area bajo la curva

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE INTEGRAL

. P — dirt Toul 0 Obj: Reconocer, a través de ejemplos grdfices, el concepte de integral come
Les entregaria un circulo y les pediria calcular el érea bajo la curva

drea sin utilizar la formula conocida. Por lo que
les propondria a cada alumno o alumnos inscribir
figuras geométricas con n lados, asi fix)
desarrollariamos el método del agotamiento.
Luego esto lo relacionamos con la grafica de una
funcién f(x) en donde tenga partes de calculo
sencillo (dreas de figuras conocidas) como partes
en que existan curvas donde no se pueda calcular
el drea tan facilmente.

Observe el siguiente grdfico

X x X, x X

Podremos notar que bajo la curva encontraremos rectdngulos, y que
éstos se asemejon mucho a la curva de la funcidn. Si calculdsemos el
drea de coda uro de ellos y ko sumdsemos, este seria un primer
acercamiento al rea bajo la funcién

Esto lo podemos hacer con cualguier funcidn, ya sea que tenga curvas
(como por ejemplo una pardbala) ¢ sea una funcidn lineal, como por
ejemplox = 3

Ejemplo 1 Ejemplo 2

Fuente: Elaboracion propia.
FIGURA 12.

Respuestas que evidencian conocimiento docente de la integral como area bajo la curva
Fuente: Elaboracién propia.

Esta segunda mirada, se corresponde con el saber a ensefiar y la propuesta de MINEDUC (2021). Se
presentd también el recurso del registro grafico por medio de la geometria estética (dibujo con lapiz en papel),
como se ve en la Figura 13, en donde se manifesté conocimiento del docente sobre la integral como édrea bajo

la curva.
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Figura 13. Respuesta que evidencia conocimiento del docente de la integral como area

bajo la curva por medio de la geometria estatica

ACTIVIDAD PARA COMPRENDER CONCEPTO DE INTEGRAL

‘?‘JN'J"‘M?"' Jlu—-w'luﬂ_.(mdg.fqmi-nh’.“

“-'-‘* s o ] ,
C‘hu‘l\ "e Colomtad #9  gnia.,
N uu' (1)

u\ (N
Trlhlmult () 9 (1) wa plede A cabedar e (1) e,

Q‘N.ﬂ nsu'r.‘-_ AVdA sm pepnp’l an e b, T""l'"‘l“

LALﬂfﬂﬂ

(»)
pedra me P T Y T P )
= (.1-3(\)

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 13.
Respuesta que evidencia conocimiento del docente de la integral

como 4rea bajo la curva por medio de la geometria estética
Fuente: Elaboracién propia.
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Un ejemplo de uso del registro gréfico, por medio de la geometria dindmica, se puede observar en la Figura

14, en donde se manifestd el conocimiento del docente sobre estimar el drea bajo la curva, usando sumas

superiores e inferiores de rectidngulos haciendo uso de GeoGebra.
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Figura 14. Respuesta de un profesor que evidencia conocimiento del docente de la integral,
como area bajo la curva por medio de la geometria dinamica

~
)
-
Inferior E
I= / —z* +4 dz
(] mntegrat = 1067
m Suma superior = 10.93
3 3 T o T EE—
Rectdngulos

Fuente: Elaboracién propia.
FIGURA 14.
Respuesta de un profesor que evidencia conocimiento del docente de
la integral,como drea bajo la curva por medio de la geometria dindmica

Fuente: Elaboracién propia.

SINTESIS Y REFLEXIONES FINALES

Este estudio se ha propuesto como objetivo principal, analizar el conocimiento de los temas (KoT), en
relacién con los conceptos del calculo: limite, derivada e integral, desde las definiciones, propiedades y sus
fundamentos que manifiestan docentes chilenos de educacion secundaria. De acuerdo con los resultados, es
posible observar, en el profesorado encuestado, una tendencia a evidenciar conocimiento de los conceptos
limite, derivada e integral desde una mirada formal, como se evidencié en el estudio de Alfaro y Fonseca
(2018), en donde se destaca la inclinacién por el enfoque formal como una de las miradas preponderantes
en la ensenanza del calculo.

Se asume, por ejemplo, la definicién de derivada como el limite de un cociente diferencial o la integral,
como el limite de una suma de Riemann, lo cual, segiin diversos autores (Alanis y Salinas, 2009; Opazo,
Marciay Cordero, 2020), no es lo més apropiado para lograr aprendizajes significativos sobre dichos objetos
matematicos, pues para alcanzar su comprension es necesario conocer primeramente, el problema o clase
de problemas que permitieron su surgimiento y evolucién. Ademads, el profesorado presenta ejercicios
encaminados al cdlculo de primitivas o drea bajo la curva, en el caso de las integrales o al célculo de la
pendiente de la recta tangente dadas ciertas funciones, principalmente algebraicas. Esta vision, es contraria a
la manifestada por Cordero (2005), quien sugiere, como se menciona anteriormente, optar por situaciones
que se enfoquen mds en situaciones de variacién continua y de cambio.

En general, el profesorado manifiesta su conocimiento sobre el uso de la geometria dindmica
principalmente, para visualizar la idea contenida en el concepto. La utilizacién de GeoGebra, y no otra
herramienta digital, es también comun a todos. Respecto del manejo de la tecnologfa, se cree oportuno
destacar, de acuerdo con Artigue (2002), que no basta un buen manejo de la misma, sino que debe existir
una parte epistémica que emerja de este proceso (instrumentacién) y que se integre al conocimiento para
comprender un contenido matemético.
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Es de notar, ademas, que hubo cuatro docentes, de los 11 encuestados, que manifiestan no tener
conocimiento sobre cémo responder a los conceptos de derivada e integral, incluso algunos declaraban que
no sabrian cdmo definir dichos conceptos o qué tipo de actividad podrian llevar al aula escolar (atn no lo
han ensenado). Una posible explicacion a esta situacion puede tener su origen, en que ellos no recuerdan
dichos objetos matemdticos o que perciban que su tratamiento a nivel de secundaria debe ser diferente a su
formacién disciplinar recibida y, en consecuencia, presenten dificultades en su conocimiento sobre cémo
llevar al aula una propuesta de ensenanza. Esto pone de relieve una debilidad del estudio, en torno a la
diversidad de instrumentos de recogida de datos considerados, pero que invita hacia futuras investigaciones,
donde se indague sobre ello, a través de entrevistas en profundidad o se realice un seguimiento en el aula en
aquellos docentes.

De acuerdo con Steele et al. (2013), al definir un objeto matemdtico, el profesorado debe decidir sobre
varias posibilidades y seleccionar aquella que se ajuste al objetivo de su ensefnanza, esto puede llevar a destacar
las relaciones que pueden originarse entre el KoT y el MKT, en relacién con la categoria estrategias, técnicas,
tareas y ejemplos de este. Por ejemplo, cuando un profesor define un concepto (manifestando su KoT), se
puede tener en cuenta cudl es el propdsito de estrategia de ensefianza que estd detrds de su definicion (KMT).
Esta relacion interesante que se provoca entre ambos subdominios del MTSK, se ha dejado como proyeccién
del estudio.

Se espera que este estudio evidencie la manera, en que docentes de matemdtica enfrentan la ensenanza del
célculo a la luz de las nuevas exigencias curriculares en Chile y al mismo tiempo, promueva la reflexiéon no
solo sobre el conocimiento que deben poner en juego para ensenar los objetos limite, derivada e integral, sino
que también sobre el rol que tiene cada uno de ellos, en la estructuracién y tratamiento de los temas de célculo
para la ensenanza secundaria.
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