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Resumen: La variable aleatoria y su distribucién de probabilidad
son conceptos fundamentales de tratar en la educacién
estadistica y probabilistica escolar, debido a que se manifiestan
en experiencias cotidianas. Aun asi, su ensefianza se hace
compleja debido, prioritariamente, a las dificultades asociadas
a la comprension de estas y el concepto de funcién. Por
tanto, se propone como objetivo de estudio valorar un proceso
de instruccién de la variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad en la educacién secundaria chilena, fundamentado
en la Teorfa de Situaciones Didacticas (TSD) y la Teorfa
de Registro de Representaciones Semiética (TRRS). Bajo
la perspectiva cualitativa y con un enfoque descriptivo-
interpretativo, se construye un test que contiene una situacion
did4ctica, la cual fue aplicada a 22 estudiantes chilenos de grado
10 (15 a 16 afos). Los hallazgos evidenciaron que mis de la
mitad de los estudiantes (64 %), logré identificar y representar
en lenguaje verbal, figural o tabular, la variable aleatoria, y
un porcentaje similar (59 %), su distribucién de probabilidad.
Desde la TRRS, esto podria indicar que los estudiantes estdn
en vias de construccién de ambos objetos. Desde la TSD, se
observa el importante rol que cumplié el profesor en las fases
de una situacién didactica. Estudiar, desde teorfas didécticas,
cémo llevar al aula objetos complejos de ensefiar, puede ayudar
a profesores en ejercicio y en formacién a mirar su prictica con
mayor fundamento, para hacerla més accesible y comprensible a
sus estudiantes.

Palabras clave: Variable aleatoria, distribucién de probabilidad,
teoria de la educacién, ensenanza de la estadistica, ensefianza
secundaria, educacidn.

Abstract: The random variable and its probability distribution
are fundamental concepts in statistical and probabilistic school
education because they manifest in everyday experiences.
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Teaching them becomes a complex task due primarily to
the difficulties associated with understanding them and the
concept of function. Therefore, we proposed as a study objective
to assess the random variable’s instruction process and its
probability distribution in Chilean secondary education, based
on the Theory of Didactic Situations (TSD) and the Theory of
Registration of Semiotic Representations (TRRS).

We designed a test containing a didactic situation applied
to 10th-grade Chilean students (15 to 16 years old) with a
qualitative perspective and a descriptive-interpretive approach.
The findings showed that more than half of the students (64%)
managed to identify and represent the random variable in verbal,
figural, or tabular language, and a similar percentage (59%),
its probability distribution. Concerning the TRRS, this could
indicate that students are in the process of building both objects.
Subsequently from the TSD, we observed the vital role that
the teacher played in the phases of the said didactic situation.
Studying didactic theories, we discovered that bringing complex
objects to the classroom can help actual teachers and those being
trained to look at their practice with more understructure to
make it more accessible and understandable to their students.

Keywords: random variable, probability distribution, education
theory, teaching of statistics, secondary education, education.
Resumo: A varidvel aleatéria e a sua distribuicio de
probabilidade sio conceitos fundamentais na educagio
estatistica ¢ probabilistica escolar, devido a que se manifestam
nas experiéncias cotidianas. Mesmo assim, seu ensino se torna
complexo devido, prioritariamente as dificuldades associadas
3 compreensio delas e o conceito de fungio. Portanto,
o que se¢ propde como objetivo de estudo ¢ avaliar um
processo de instrugio da varidvel aleatdria ¢ sua distribuicao de
probabilidade na educagio secundria chilena, fundamentado na
Teoria das Situagdes Diddticas (TSD), ¢ a Teoria de Registro
de Representagdes Semidticas (TRRS). Sob uma perspectiva
qualitativa e com uma abordagem descritiva-interpretativa, foi
construido um teste que contém uma situagao diddtica, ¢ o qual
foi aplicado a 22 estudantes chilenos da 10% série (15 a 16 anos).
Os achados evidenciaram que mais da metade dos estudantes
(64%) conseguiu identificar e representar em linguagem verbal,
grafico ou tabular, a varidvel aleatéria, ¢ uma porcentagem
similar (59%) sua distribuigio de probabilidade. Desde a TRRS,
isto poderia indicar que os estudantes estio no processo de
construgio de ambos os objetos. Desde a TSD, observa-se o papel
fundamental que teve o professor nas fases da situagao didética.
Estudar, desde as teorias didaticas, como levar para a sala de aula
objetos complexos de se ensinar pode ajudar os professores tanto
os que exercem quanto aqueles que estio em formagio a terem
um olhar mais fundamentado sobre a sua prética para que cla seja
mais accessivel e compreensivel para os estudantes.

Palavras-chave: varidvel aleatdria, distribuicio da probabilidade,
teoria da educacio, ensino da estatistica, ensino médio, educagio.
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INTRODUCCION

Diversos autores senalan la problematica relativa a las dificultades que tienen los estudiantes de secundaria,
para comprender la variable aleatoria y la distribucién de probabilidad como funciones (Landin y Salinas,
2016; Salazar, 2014), teniendo en cuenta que la variable aleatoria y su distribucién de probabilidad son
conceptos fundamentales de tratar en la educacién estadistica y probabilistica escolar, debido a que se
manifiestan en experiencias cotidianas (Batanero, 2004; Heitele, 1975).

Esta relevancia queda de manifiesto en diversas directrices curriculares internacionales dirigidas a los
grados 9a 12 (14 a 18 afios), como los Principios y Estdndares para la Matemdtica Escolar de Estados Unidos
(National Council of Teachers of Mathematics, 2000) y el curriculo espafiol (Ministerio de Educacién
Cultura y Deporte, 2015), que incluyen el estudio de la variable aleatoria, y sus funciones de probabilidad y
distribucién. Chile no queda ajeno a este escenario, dado que sus Bases Curriculares vigentes (Ministerio de
Educacién de Chile, 2015) en grado 10 (15 a 16 afios) introduce los tépicos en cuestion.

Sin embargo, parece ser que las investigaciones sobre el tratamiento de la variable aleatoria y su distribucién
de probabilidad en educacién escolar son escasas. Salazar (2014) indagé, a partir de un cuestionario, cémo
estudiantes chilenos de los grados 9 a 12 (14 a 18 afios) construfan la variable aleatoria. Los resultados
muestran falta del reconocimiento de la variable aleatoria como una funcién y problemas en la identificacion
de la relacién entre los elementos del espacio muestral (su dominio) y nimeros reales (su recorrido).
También Flores, Garcia y Sdnchez (2014) analizan el razonamiento probabilistico sobre aquellos conceptos
relacionados con la variable aleatoria, para lo cual aplicaron una actividad con apoyo de tecnologia a 69
estudiantes mexicanos de grado 8 (13 a 14 afios), considerando un pre y post test. En la segunda evaluacion los
resultados evidencian que solo el 60 % propone una distribucién de probabilidad cuyos valores se aproximan
a las probabilidades teéricas y suman 1 0 100 %.

Por su parte, Landin y Salinas (2016) investigaron, mediante dos cuestionarios, el razonamiento en
torno al espacio muestral y probabilidad de sucesos compuestos que llevan a cabo 28 estudiantes mexicanos
de grado 12 (17 a 18 anos). Entre los resultados del segundo cuestionario observaron que solo un 21 %
utiliza como estrategia de resolucién el definir una variable aleatoria, aunque calcularon incorrectamente las
probabilidades de sus valores; ademas, las representaciones mas empleadas fueron tablas, listas y diagramas.
Mientras Doukhan y Gueudet (2019) valoraron, a través de un cuestionario, la comprensién de los tépicos
relacionados a la variable aleatoria, en estudiantes franceses de grado 10 (15 a 16 afios). Entre sus resultados
obtuvieron que, el 40 % respondié erréneamente al definir variable aleatoria y dar un ejemplo, pues la
confunden con su distribucién, aunque el 85 % determiné una funcién de probabilidad, algunos de ellos
utilizaron la estrategia de representar la situacion en un diagrama (sagital o de drbol).

En esta perspectiva, este trabajo aborda el problema relativo a las dificultades en secundaria para
comprender la variable aleatoria y la distribucién de probabilidad como funciones, fundamentado en dos
teorfas de la educacién matemdtica: la Teorfa de Situaciones Did4cticas (TSD) y la Teorfa de Registro de
Representaciones Semidtica (TRRS).

Por un lado, la TSD (Brousseau, 2007) analiza el sistema didéctico integrado por tres elementos:
el profesor, el estudiante y el saber, ademds de sus interacciones centradas en los aspectos cognitivos
y epistemoldgicos de la construccién del conocimiento matemdtico. En este contexto, una situacién es
comprendida como “un modelo de interaccién entre un sujeto y un medio determinado” (Brousseau, 2007,
p- 17), en tanto que, para la realidad de la presente investigacion, educacidn escolar, corresponde al entorno
del estudiante, empleado en el proceso de ensefianza-aprendizaje, el cual ha sido creado y manipulado por
la persona profesora.

Dentro de la TSD existe un elemento fundamental denominado situacién a-didactica, entendida como
una situacién donde sin intervencién del profesor, el estudiante aprende por interaccién con el medio,
por medio de la aplicacidon de sus conocimientos antiguos, surge en ¢l la necesidad de aprender una nueva
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tematica. Aquella esta constituida por las siguientes tres fases que conducen gradualmente al estudiante a
especificar el conocimiento utilizado para resolver un problema (Brousseau, 1998), a saber:

1. Situacién de accién: primera interaccién del estudiante con el medio; ¢él, mediante la puesta en accién
de sus conocimientos previos y elaboracion de estrategias, intenta responder al problema propuesto.

2. Situacién de formulacién: en esta instancia, al menos dos estudiantes se vinculan con el medio, cada uno
comunica a los integrantes de su equipo la estrategia de resolucion y es discutida para crear una comun.

3. Situacién de validacién: el estudiante aprende cémo convencer a sus pares, es consciente de las
razones que propone para convencer a otros, o las que acepta para cambiar su punto de vista son aceptadas
progresivamente, puestas a prueba, debatidas y convenidas.

En la situacién a-didéctica, el profesor se restringe a alentar al estudiante a resolver un problema, hacer
que identifique las acciones que son posibles de llevar a cabo sobre el medio y decidir si lo ha lograrlo. El
producto de esta situacién es un conocimiento, queen el contexto escolar es interpretado como una estrategia
de resolucion. Debido a que el estudiante no siempre logra resolver un problema, es el profesor quien debe
identificar aquellos que estan a su alcance. En este caso, surge la situacién didactica, situacion elegida por el
profesor, que lo involucra a ¢l en un juego con el sistema de interacciones del estudiantado con su medio
(Brousseau, 2007), por lo que una situacion a-didactica es parte de una situacion diddctica y su interaccién
se aprecia en la Figura 1.

Figura 1. Relacién entre situacion didactica y a-didactica

Situacion a-didactica ¥

I Medio

Saber Institucionalizacion Conocimiento d Situacion didactica

Fuente: Acosta, Monroy y Rueda (2010, p. 177).

Profesor
SUJETO

Validacion

Interpretacion

FIGURA 1.
Relacién entre situacion didéctica y a-didactica
Fuente: Acosta, Monroy y Rueda (2010, p- 177).

Terminada la situacién a-didactica, es desarrollada una cuarta fase, la situacidon de institucionalizacidn,
momento en que el profesor explicita los vinculos entre el conocimiento construido previamente por el
estudiante y el saber qué pretende ensefiar (Brousseau, 1998). De esta manera, en el presente estudio se
utilizaron las cuatro fases que componen una situacion didactica, para el disefio de un proceso de instruccion
centrado en la resolucién de un problema.

Otro referente tedrico del estudio es la TRRS (Duval, 2006), teorfa que analiza el 4mbito cognitivo
del desarrollo del conocimiento matematico, donde uno de sus fundamentos es la diversidad de registros
de representaciéon de un objeto matemdtico, tales como: lenguaje verbal, lenguaje tabular, lenguaje figural,
lenguaje grifico, lenguaje simbdlico, entre otros. En esta perspectiva, la construccion de un concepto en
matemdtica estd determinada por la capacidad del estudiante de transitar entre al menos dos registros, donde
aquella actividad vinculada a producir una representaciéon es denominada semiosis y la relacionada a la
asimilacién conceptual en torno a un objeto matematico, es llamada noesis.

Particularmente la TRRS en esta investigacién fue empleada en la identificacién de las diversas estrategias
de resolucion del problema disenado. Debido a que esta aborda los conceptos de variable aleatoria y su

24



EvisABETH RAMOS RODRIGUEZ, ET AL. VALORACION DE UNA SITUACION DIDACTICA PARA LA ENSENANZA DE VARIA...

distribucién de probabilidad, los cuales son funciones, entonces se basa cada estrategia en algun registro de
representacién de este objeto matemdtico (Prada-Nufiez, Hernandez-Sudrez y Jaimes, 2017): lenguaje verbal,
tabular y figural.

De esta forma, para abordar el problema relativo a las dificultades que tienen los estudiantes de secundaria
para comprender la variable aleatoria y la distribucién de probabilidad como funciones, se plantea como
objetivo del presente estudio, valorar un proceso de instruccion de la variable aleatoria y su distribucién de
probabilidad en educacién secundaria.

MATERIALES Y METODOS

Esta investigacion fue desarrollada desde una perspectiva cualitativa y es de tipo descriptivo-interpretativo
(Hernéndez, Fernandez y Baptista, 2006). Los sujetos informantes fueron 22 estudiantes chilenos de grado
10 (15 a 16 afios), pertenecientes a una escuela subvencionada por el Ministerio de Educacién de un estrato
socioecondémico medio. Este grupo fue elegido de manera intencionada y bajo criterio de disponibilidad y
accesibilidad, donde su profesor de matematica fue quien llevé a cabo el proceso de instruccién en cuestion;
ademas, es quien disefid y refind la propuesta de aula que se implementd.

El instrumento utilizado para la recogida de datos, fue un test que contenfa un problema (situacién
didéctica) disenado por un profesor de matemdtica que tiene conocimiento de la TSD y la TRRS. El
problema, integrado por dos interrogantes (ver Figura 2, izquierda), fue sometido a un proceso de validacién
de tres expertos en Educacion Matematica, doctores en esta area, quienes, en conjunto en una reunion,
decidieron que solo la pregunta uno no resolvia este y podia plantearse la dos por si sola, pero modificada
(ver Figura 2, derecha).

Figura 2. Instrumento inicial de recogida de datos

Problema
A raiz de los festejos del dfa del alumno, el centro de padres del Colegio Sol Naciente
desea conocer el numero de estudiantes que tiene cada uno de los 200 apoderados del colegio,
solicita la informacién a la secretaria del establecimiento. Los resultados para tal efecto son:

Ntmero de apoderados | 20 | 35 | 47 |33 |22 [17 |12 9 | 5

Nimero de estudiantes 1 2| 3| 4 5 6 | 7 8| 9

La intencién es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignaré a cada apoderado un boleto de rifa.
En la celebracion del dia del alumno, se realizara el sorteo y se premiara a los estudiantes de un apoderado
con entradas para el cine, pero estas se tienen que comprar con anticipacién, pues hasta manana
estan en oferta. Asf que se recomienda al centro general de padres del colegio,
que decida cuantas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar costos.

Interrogantes propuestas a expertos Interrogante sugerida por los expertos

1. {Cudles son los posibles casos que podrian ocurrir? Dados los conjuntos A, By C definidos por
iCudl de estas es mds posible que ocurra? ;Por qué? A: el conjunto de 200 apoderados del colegio

2. Dados los conjuntos A, By C definidos por B: el conjunto de cantidad de estudiantes
A: el conjunto de 200 apoderados del colegio C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacién
B: el conjunto de cantidad de estudiantes Definay represente la relacion entre Ay By entre By C.

C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacion
Defina y represente la relacién entre los conjuntos.

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 2.
Instrumento inicial de recogida de datos
Fuente: Elaboracién propia.

Posteriormente se llevé a cabo una prueba piloto del instrumento en un grupo reducido de nueve
estudiantes chilenos de grado 10 (15 a 16 anos), quienes manifestaron como principal dificultad la de
representar el conjunto A, debido ala cantidad de elemento que posefa.
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De esta manera fue reformulado el instrumento (Figura 3), obteniendo la version final del problema, cuyo
proposito es tratar los conceptos de variable aleatoria y su distribuciéon de probabilidad a nivel escolar. Para
ello, es necesario que el estudiante primero reconozca y represente la relacién entre los conjuntos A y B,
ademas de la correspondencia entre los conjuntos B y C. Luego, identifique que las relaciones son funciones
y, finalmente, mediante la intervencién del profesor, establezca que en el contexto de probabilidad aquellas
son denominadas variable aleatoria y distribucién de probabilidad respectivamente. Asi es introducido el
estudio de nuevos conceptos probabilisticos, la variable aleatoria y su vinculo directo con la distribucion
de probabilidad. La propuesta de aula se disefié considerando las habilidades propuestas por el Ministerio
de Educacién de Chile (2016), para los tépicos probabilisticos en cuestidn, estas son: organizar, analizar y
hacer inferencias acerca de informacion representada en tabla, elaborar representaciones de acuerdo con las
necesidades del problema, y transitar entre los distintos registros de representacion de funciones.

Figura 3. Instrumento final de recogida de datos

Problema
A raiz de los festejos del dia del alumno, el profesor de taller de cine del Colegio Sol Naciente
desea conocer el nimero de estudiantes inscritos que tiene cada uno de los 30 apoderados del taller, por lo cual
solicita la informacion a la secretaria del establecimiento. Los resultados para tal efecto son:

NGmero de apoderados 8 13 7 2

Ndmero de estudiantes 1 2 3 4

La intencién es efectuar una rifa que beneficie a los alumnos, se asignara a cada apoderado un boleto de rifa.
En la celebracion del dia del alumno, se realizaré el sorteo y se premiara a los estudiantes de un apoderado
con entradas para el cine, pero estas se tienen que comprar con anticipacién, pues hasta manana
estan en oferta. Por lo tanto, el profesor debe decidir cuantas tiene que comprar, con la finalidad de abaratar costos.

Dados los conjuntos A, By C definidos por

A: el conjunto de 30 apoderados del taller.

B: el conjunto de cantidad de estudiantes.

C: el conjunto de posible ocurrencia de cada situacion
Defina y represente la relacion entre Ay By entre By C.

Fuente: Bizet (2017, p. 29).

FIGURA 3.

Instrumento final de recogida de datos
Fuente: Bizet (2017, p. 29).

Para el analisis exhaustivo de las respuestas proporcionadas por los participantes, fue empleada la técnica
de andlisis de contenido (Flick, 2004). Las categorias de andlisis (Cn) se establecieron mediante un andlisis a
priori del problema desde la TSD. Especificamente, fueron inferidas a partir de los conceptos mateméticos y
distintas estrategias puestas en juego en su resolucion, segun las fases de la TSD en el desarrollo del proceso
de instruccidn, es decir, la situacién de accidn y la situacién de formulacién (momentos en que el estudiante
posee el protagonismo).

En la primera fase del proceso de instruccién, situacion accién, las categorias fueron definidas a partir del
reconocimiento de los conceptos que contribuyen a resolver el problema, asi se establecieron cuatro: C1,
vinculada a los conceptos de experimento aleatorio y espacio muestral; C2, relacionada con la particién de
un conjunto y sucesos aleatorios compuestos; C3, asociada a la asignacién de probabilidad desde su enfoque
cldsico/teérico (Regla de Laplace); C4, sobre funcién, su dominio y recorrido. La Tabla 1 describe cada una
de estas.
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TABLA 1
Categorias de analisis de la situacién de accién

Categorias Descripcién

C1 Identificacién del espacio rruestral asociado al experimento El estudiante deterrnina todos 10s elementos del conjunto A como una coleccién de elementos, representado, por ejemplo A= {apoderado 1, ..., apoderado 30}
C2 Clasificacion de los elementos del espacio muestral, segin la caracteristica del problema El estudiante agrupa los elementos del espacio muestral, segin la cantidad de estudiantes que posee un apoderado

€3 Identificacién que los elementos del conjunto C son probabilidades El estudiante identifica 1os cuatro elementos del conjunto C y expresa la probabilidad de ocurrencia de cada suceso

C4 Reconocimiento que Ia relacion entre 1os conjuntos A y B, esté representada en Ia tabla dada El estudiante afirma que €l conjunto & esta representado en 1a primera fila de la tabla y el conjunto B en la segunda fila

Fuente: Elaboracién propia.

Para la segunda fase del proceso de instruccidn, situacién de formulacién, las categorias han sido
establecidas desde la identificacién de diversas estrategias de resolucién del problema. De esta manera,
fueron propuestas tres estrategias que dieron origen a seis categorias de analisis: estrategia 1, representar en
lenguaje verbal la relacién entre los conjuntos A y B, y B y C, donde emergieron C5 y C8, respectivamente;
estrategia 2, representar en lenguaje tabular la relacién entre Ay B, y B y C, que originaron a C7 y C10,
correspondientemente; estrategia 3, representar en lenguaje figural (diagrama sagital o esquema) la relaciéon
entre Ay B,y By C, donde surgieron C6y C9, respectivamente. La descripcion de cada categoria es expuesta

en la Tabla 2.

TABLA 2
Categorias de andlisis de la situacién de formulacion

Categorias Descripeién
C5 Identificacion y registro en lenguaje verbal de a relacién entre AyB E en la istica o cualidad que p a cada suceso (elemental) con un valor numérico

C6 Representacion en lenguaje figural de 1a relacion entre los conjuntos A y B El estudiante utiliza un diagrama sagital o esquema en el que representar los conjuntos A y B, y relaciona cada elemento del conjunto A (Suceso elemental) con un tnico elemento de B (valor de la variable (1,2,3,4))
C7 Representacion en lenguaje tabular de Ia relacién entre los conjuntos & y B El estudiante realiza una tabla de valores donde Ia primera columna corresponde al niimero de apoderados y Ia segunda columna al niimero de estudiantes

C8 Identificacién y registro en lenguaje verbal de Ia relacién entre los conjuntcs By C  El estudiante expresa en lenguaje cotidianc la Co-rresp ia que p a cada valor de la un valor

C9 Representacion en lenguaje figural de Ia relacién entre en los conjuntos By ¢ EL un a tal 0 esquerna en el los conjuntos B y C, y relaciona cada elemento del conjunto B (valor de la (L.23.4)conund (valor de
clo en Y dela relacion entre ByC B una tabla de valores donde a primera colurmna corresponde al nimero de estudiantes y la Segunda columna a la probabilidad asociada

Fuente: Elaboracién propia.

Cabe destacar que la situacién diddctica contempla dos fases mdas: la de validacién y la de
institucionalizacién. Dado el papel de las fases anteriores, en estas se ocupan las categorias ya senaladas.

El test fue aplicado por un profesor de matemdtica en una clase de 90 minutos de duracién. Los 22
estudiantes se organizaron en cinco grupos: G1 (5 estudiantes), G2 (5 estudiantes), G3 (4 estudiantes), G4
(3 estudiantes) y G5 (5 estudiantes), y la respuesta de cada ha sido clasificada de acuerdo con las 10 categorias
de andlisis expuestas en las Tablas 1y 2.

D1scUSION DE RESULTADOS

El estudio desarrollado permitié valorar un proceso de instruccion, en torno a la variable aleatoria y su
distribucién de probabilidad en estudiantes de secundaria, fundamentado en la Teoria de Situaciones
Did4cticas (TSD) y la Teorfa de Registro de Representaciones Semiética (TRRS). Este proceso parece ser una
situacién didactica, dado que permitié a los diferentes actores de €, avanzar en el aprendizaje y la ensefianza
de la variable aleatoria y funcién de probabilidad, en el sentido que permiti6 al profesor abandonar su rol de
comunicador del saber y a los estudiantes, construir su propio conocimiento como una experiencia grupal
y colaborativa, con la cual el docente pudo conectar el saber institucional. Los resultados se presentan en
relacién con cada una de las etapas de la situacién didactica que se puso en juego con los estudiantes.
Situacién de accién
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Al comienzo de esta fase, cuatro grupos G1, G2, G3 y G5) reconocieron como espacio muestral un
conjunto integrado por la cardinalidad de los cuatro sucesos aleatorios compuestos que lo conforman
(cantidad de apoderados, segin ntimero de estudiantes matriculado), tal como se muestra en la Figura 4. Ast
fue evidenciada la identificacién y la particién incorrecta del espacio muestral, aquella dificultad también ha
sido manifestada en la investigacién de Batanero (2001).

Figura 4. Reconocimiento del espacio muestral de G, previo a plantear la devolucién al grupo curso
o . ’ T

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 4.
Reconocimiento del espacio muestral de G5 previo a plantear la devolucién al grupo curso
Fuente: Elaboracién propia.

Paraorientar el trabajo, el profesor hizo una pregunta de devolucion al grupo de clase, la cual estuvo prevista
en el diseno del proceso de instruccién: consideren este grupo de clase de grado 10 ¢Cémo representaria el
conjunto de los estudiantes que utilizan lentes? ¢Cuales son los elementos? ;Quién puede representarlo en
el pizarrédn? Posteriormente, los grupos continuaron trabajando, logrando categorizar las producciones de
cuatro grupos, segin se muestra en la Tabla 3.

TABLA 3
Categorizacion de las respuestas de los grupos en la situacién accién

Categorias Grupo Mamero(porcentaje) de estudiantes
C1 Identificacion del espacio muestral asociado al experimento G1-G2-G3-G4 17{F7 %)

C2 Clasificacion de los elementos del espacio muestral segian la caracteristica del problema G1-G2-G3-G4 17(77 %

C3= Identificacidn que 1os elementos del conjunto C son probabilidades G1-GZ -G4 1359 %)

C4 Reconocimiento que la relacidn entre 1os conjuntos & v B estd representada en la tabla dada G2 5i23 %)

Mo realiza correctarnents las acciones de C1, C2 yjo C3 G5 Si23 %

Fuente: Elaboracién propia.

En esta fase de la situacion a-didactica, se puede constatar el papel que jugé el docente al entregar una
devolucién acertada alos grupos para que estos pudiesen avanzar en esta fase. Las respuestas de cuatro grupos
(G1-G2-G3-G4) han sido clasificadas en la categoria C1; sin embargo, dos de estos (G1 y G4) reconocieron el
espacio muestral vinculado al experimento como una coleccién de nimeros, constatado en la Figura 5. Por su
parte, el grupo G5 entregd una respuesta incorrecta alo solicitado, no pudiendo identificar el espacio muestral
vinculado al experimento ni representar de alguna forma las relaciones solicitadas, lo que puede llevar a una
reflexién en torno al papel que tiene el uso y manejo de diferentes registros (alentado por el docente en la
pregunta de devolucion), para el aprendizaje de la matematica, en especial para este tema que involucra el uso
de funciones, como lo afirman Prada-Nufez et al. (2017).
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Figura 5. Identificacién del espacio muestral en los grupos después de plantear devolucién al grupo curso

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 5.
Identificacién del espacio muestral en los grupos después de plantear devolucién al grupo curso
Fuente: Elaboracién propia.

También tres grupos (G1, G2, G4) fueron clasificados en la categorfa C3, dado que identificaron que el
conjunto C estd constituido por probabilidades de sucesos compuestos y establecieron sus cuatro elementos.
Dos de ellos (G2 y G4) representaron las probabilidades por medio de porcentajes y el otro (G1), como
cociente entre el nimero de casos favorables del suceso y nimero de casos posibles, como se evidencia en
la Figura 6. Aunque uno de los grupos no pudo avanzar satisfactoriamente en esta etapa, los resultados
obtenidos sobre determinar la probabilidad de los valores de una variable aleatoria, son mds alentadores (59
%) que los seialados por Landin y Salinas (2016). Un factor que pudo ser clave en ello, fue el conocimiento
del profesor sobre el uso de representaciones para construir los conceptos (TRRS), y el manejo de buenas

preguntas de devolucién que hizo (TSD).

Figura 6. Identificacién del conjunto C en los grupos
G2

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 6.
Identificacién del conjunto C en los grupos
Fuente: Elaboracién propia.

Situacién formulacién
En esta fase, se observaron en las producciones de los grupos las tres estrategias de resolucién prevista en el
andlisis a priori del problema, por tanto, las respuestas han sido clasificadas como se muestra en la Tabla 4.
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TABLA 4
Categorizacion de las respuestas de los estudiantes en la situacién formulaciéon

Categoria Grupo  Numero (porcentaje) de estudiantes
CE Identificacion v registro en lenguaje verbal de 1a relacién entre los conjuntos Ay E G1-G3 9(41 %)
C& Representacion en lenguaje figural de la relacién entre los conjuntos 4 v B G1-G3 9(41%)
C7 Representacion en lenguaje tabular de la relacidn entre los conjuntos 4 v B G2 S22 M)

8 Identificacién v registro en lenguaje verbal de la relacidn entre 1os conjuntos By C G1- G4 8(36 %)

C9 Representacion en lenguaje figural de la relacidn entre en 105 corjuntos By C Gl 523 %)
C10 Representacion en lenguaje tabular de la relacion entre 105 conjuntos By C Gz 523 %)
No representa la relacién entre 105 conjuntos A v B, v/o By C GS 523 %)

Fuente: Elaboracién propia.

Segtin es expuesto en la Tabla 4, tres grupos (64%), G1, G2, G3, identificaron en el problema la variable
aleatoria, dos de estos G1 y G3) representaron la relacion entre los conjuntos A y B en lenguaje verbal
(C5) y lenguaje figural (C6), mediante un esquema o diagrama sagital. Ademds, solo el grupo G2 representd
aquella relacién por medio de una tabla (C7), como se evidencia en la Figura 7. En tanto que G5, dado
que no pudo avanzar en la fase de accién, tampoco logré reconocer tal variable aleatoria. De esta manera, es
posible constatar mejores resultados que los obtenidos por Salazar (2014), pues, en general, los estudiantes
lograron representar la relacién entre el espacio muestral (dominio de la variable aleatoria) y nimeros reales
(su recorrido).

Figura 7. Representacion de la relacion entre los conjuntos Ay B en los grupos

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 7.

Representacion de la relacién entre los conjuntos A y B en los grupos
Fuente: Elaboracién propia.

También tres grupos (59 %), G1, G2 y G4, identificaron la distribucion de probabilidad asociada a la
variable aleatoria, dos de estos (G1 y G4) representaron la relacién entre los conjuntos B y C en lenguaje
verbal (C8), ademds GI representd la relacidn en lenguaje figural a través de un diagrama sagital (C9)
como se aprecia en la Figura 8. La respuesta de G2 (Figura 8, derecha) ha sido clasificada en la categoria
C10, debido a que se identifican elementos de la estrategia dos, por ejemplo, una de las columnas de la
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tabla corresponde a la probabilidad, aunque en ella fue representada la funcién compuesta entre el espacio
muestral y la probabilidad. Mientras que G5 no logré establecer la relacién entre los conjuntos B y C. Los
resultados logrados sobre determinar la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria son similares
alos obtenidos por Flores et al. (2014).

Figura 8. Representacion de larelacion entre los conjuntos By Cen los grupos
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FIGURA 8

Representacion de la relacién entre los conjuntos B y C en los grupos

Fuente: Elaboracién propia.

A partir de las evidencias, en esta fase de la situacion a-didactica, nuevamente se puede constatar el papel
que jugd el input (dado de manera consciente y fundamentada en la TRRS), entregado por el docente en la
fase de accién para que sus estudiantes hicieran uso de diversas representaciones (TRSS), a fin de que pudiesen
formular sus respuestas frente al problema. En ese sentido, se concuerda con Prada-Nunez et al. (2017) sobre
la importancia del uso de distintas representaciones para el concepto de funciéon que esta involucrado en la
situacién. También parece ser que, en esta etapa, influyd la devolucién realizada por el docente para avanzar
en la situacién de accidn, jugando un papel importante el conocimiento que tuvo el docente sobre el tipo de
devoluciones (y la teorfa TSD que estd detrds de ella) que debe hacer en el aula, para el logro de los objetivos.

Situacién validacién

En la presente fase, primero el profesor reconocié que un grupo (G5), no logré dar solucion al problema,
tres grupos propusieron una respuesta parcialmente correcta (G2, G3 y G4) y uno (G1) respondié
completamente bien. Luego, por motivo de duracién de la clase, ¢l eligié algunos grupos para exponer y
debatir con el curso, la estrategia que utilizaron en la resolucidn del problema: primer y segundo grupo (G3
y G2) con respuestas incompletas, y un tercero (G1), con respuesta completa correcta. El profesor moderé la
discusién del grupo curso, planteando interrogantes a cada uno, con el propésito de evidenciar las estrategias
usadas por estos, sus diferencias y similitudes, por ejemplo: ¢ Cémo determinaron la(s) relacidn(es)? ¢Cémo
encontraron los elementos del conjunto C? ¢Es posible representar en un solo esquema/dibujo/tabla las dos
relaciones? ¢Existe alguna diferencia o similitud entre esta estrategia y la del grupo G1/ G2/ G3?

Particularmente sobre la interrogante, ¢c6mo determinaron la relacién entre A y B2, uno de los integrantes
del grupo G2 respondié considerando las representaciones figurales que habian construido, como se ilustra en
la Figura 9. Eso da evidencia del papel que juegan las representaciones para justificar y construir las relaciones
entre los conjuntos y, a la postre, los conceptos de variable aleatoria y distribucion de probabilidad que estédn
detrés de ellas. Esto ratifica las afirmaciones provenientes desde la teorfa de TRRS en relacién con el uso de
estas en la ensenanza de la matemadtica.
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Figura 9. Respuesta de G, ante la pregunta jcomo determinaron la relacién entre Ay B?

El conjunto de apoderados son 30, y lo dividimos en cuatro
grupos segtn la cantidad de alumnos que tienen en el taller.
Como decia en la tabla, el primer grupo con ocho apoderados
que los representamos como A, A, hasta A, solamente tienen
un alumno en el taller; en el sequndo grupo representamos
los otros 13 apoderados que tienen dos alumnos. Luego en el
tercer grupo, siete apoderados que tienen tres alumnos y fi-
nalmente, el cuarto grupo dos apoderados que tienen cuatro
alumnos enel taller.

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 9.
Respuesta de G2 ante la pregunta ¢cémo determinaron la relacién entre A 'y B?

El conjunto de apoderados son 30, y lo dividimos en cuatro grupos segtin la cantidad de alumnos que tienen en el taller. Como
decia en la tabla, el primer grupo con ocho apoderados que los representamos como A1, A2 hasta A8, solamente tienen un
alumno en el taller; en el segundo grupo representamos los otros 13 apoderados que tienen dos alumnos. Luego en el tercer grupo,
sicte apoderados que tienen tres alumnos y finalmente, el cuarto grupo dos apoderados que tienen cuatro alumnos en el taller.
Fuente: Elaboracién propia.

En relacién con la pregunta ¢como determinaron la relacién entre B y C? G1 sefiald lo expuesto en la
Figura 10.

Figura 10. Respuesta de G, ante la pregunta ;cémo determinaron la relacién entre By C?

Determinamos la probabilidad de que un apoderado gane, se-
gun la cantidad de alumnos que tiene inscrito en el taller, por
ejemplo, un apoderado que tiene un alumno, tiene probabili-
dad % de ganar.

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 10.

Respuesta de G1 ante la pregunta ¢cémo determinaron la relacién entre By C?
Determinamos la probabilidad de que un apoderado gane, segin la cantidad de alumnos que tiene inscrito
en el taller, por ¢jemplo, un apoderado que tiene un alumno, tiene probabilidad Importar imagen de ganar.

Fuente: Elaboracién propia.

Luego, respecto a la interrogante ;existe alguna diferencia o similitud entre la estrategia del grupo G1 y el
grupo G2? Al respecto, un integrante del grupo G4 es capaz de observar las diferencias y similitudes como se
ilustra en la Figura 11. De esta manera, el grupo curso logré un consenso, afirmando que la respuesta correcta
al problema fue la elaborada por G1, cuya respuesta se basé en la estrategia 3 (C6 y C9). Este momento de la
clase permite evidenciar la relevancia que tiene en la fase de validacidn, la gestiéon del docente (a partir de su
conocimiento de la TSD), para ayudar al estudiantado a clarificar ideas y llegar a consensos.
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Figura 11. G,comparte con el grupo curso su respuesta a pregunta planteada por el profesor

x

La similitud es que en las dos estd representada la relacion entre
los conjuntos Ay B, solo que estd escrita de distinta forma. La
diferencia es que solo el grupo uno determind la relacién entre B
y G,y pusieron las probabilidades del conjunto C.

Fuente: Elaboracion propia.

FIGURA 11.

G4 comparte con el grupo curso su respuesta a pregunta planteada por el profesor
La similitud es que en las dos esté representada la relacién entre los conjuntos A y B, solo que estd escrita de distinta forma.
La diferencia es que solo el grupo uno determind la relacion entre By C, y pusieron las probabilidades del conjunto C.
Fuente: Elaboracién propia.

También en este momento de la clase fue posible observar que la estrategia 3 expuesta en las Figuras 9
y 10 “uso de lenguaje figural para representar la variable aleatoria” (C6), utilizada por los grupos G2 y G1,
respectivamente, facilité que los estudiantes visualizaran la particion del espacio muestral, conjunto A, y la
correspondencia de cada uno de sus elementos con el conjunto B, contrario a los resultados obtenidos por
Ferndndez, Andrade, Montanez, Beltrdn y Zamora (2011), quienes sefialan que en este contexto el uso del
diagrama sagital genera dificultades.

Institucionalizacién

En esta tltima fase, el profesor empled la estrategia elaborada por G1, centrada en las categorias C6, y
C9,y por medio de las ideas que previamente compartieron los estudiantes, mostré la correspondencia entre
los elementos de los conjuntos A y B, ademds de B y C. Posteriormente, el profesor manifesté al grupo de
curso algunas preguntas como: ¢La relacién entre los elementos de dos conjuntos del desafio podria ser una
funcién?; ;Por qué? ¢Qué caracteristica debe tener una relacién de conjuntos para que sea una funcién?
Una de los argumentos propuestos por G1 y G2 fue “la relacién entre el conjunto A y B es funcién, porque
a cada elemento del conjunto de partida, conjunto A, le corresponde un tnico elemento del conjunto de
llegada, conjunto B, lo mismo ocurre entre los conjuntos B y C”. De esta manera, el profesor a partir de las
ideas que emergieron en los estudiantes, institucionalizé los conceptos de variable aleatoria y distribucién
de probabilidad. La Figura 12 presenta algunos momentos de la fase de institucionalizacion llevada a cabo,

donde se resaltd la estrategia 3 (C6y C9).
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Figura 12. Profesor institucionaliza el saber construido por los estudiantes

La funcién que relaciona los elementos del conjunto A con B, en el contexto de
probabilidad, se llama variable aleatoria. Su dominio es el espacio muestral de
un experimento aleatorio y su recorrido, un subconjunto de los nimeros reales.
Por otra parte, la funcién que relaciona los elementos del conjunto B con C,
también en el contexto de probabilidad posee un nombre particular, funcién de
probabilidad o distribucién de probabilidad. Su dominio es el recorrido de una
variable aleatoria y su recorrido, son las probabilidades asociadas a cada valor
de aquella variable.

Fuente: Elaboracién propia.

FIGURA 12.
Profesor institucionaliza el saber construido por los estudiantes
La funcién que relaciona los elementos del conjunto A con B, en el contexto de probabilidad, se llama variable aleatoria.
Su dominio es el espacio muestral de un experimento aleatorio y su recorrido, un subconjunto de los nimeros reales.
Por otra parte, la funcién que relaciona los elementos del conjunto B con C, también en el contexto de
probabilidad posee un nombre particular, funcién de probabilidad o distribucién de probabilidad. Su dominio es el
recorrido de una variable aleatoria y su recorrido, son las probabilidades asociadas a cada valor de aquella variable.
Fuente: Elaboracién propia.

Asi, el profesor formalizé el saber considerando las ideas de los grupos, planteadas en la fase de validacién;
por un lado, las representaciones usadas por los estudiantes, y por otro, las diferentes respuestas y consensos
logrados por ellos, en la fase de validacién. Esto pone de relieve el papel que jugaron las teorias diddcticas que
estuvieron detrds de la clase, tanto desde el conocimiento del profesor como en el disefio de la propuesta de
aulay su estructura.

SINTESIS Y REFLEXIONES FINALES

El estudio desarrollado permiti6 valorar un proceso de instruccién, en torno a la variable aleatoria y su
distribucién de probabilidad en estudiantes de secundaria, fundamentado en la Teoria de Situaciones
Did4cticas (TSD) y la Teorfa de Registro de Representaciones Semidtica (TRRS). En este proceso, se
evidencié el papel que jugd para el aprendizaje de sus aprendices, la construccién de la propuesta de
instruccién con base en ambas teorias, ya que, por un lado, la TSD les permitié ir construyendo su saber
en un entorno colaborativo, donde el docente jugé el papel de mediador del aprendizaje y sus devoluciones
permitieron avanzar en el caso de estancamiento. Por otro lado, considerar la teoria TRRS ha permitido
reconocer elementos de la variable aleatoria y funcién de probabilidad con mayor facilidad, dada su naturaleza
funcional y el papel que juegan estos en su construccién.

Sobre el primer objeto matemético, mas de la mitad de los estudiantes (64 %) logré identificarlo y
representarlo en lenguaje verbal, figural o tabular, similar a lo que se vivencié con el segundo objeto senalado
(59 %). Las diversas estrategias propuestas por los participantes concuerdan con los distintos registros de
representacion de los conceptos en cuestion, que han sido observados en investigaciones previas (Doukhan y
Gueudet, 2019; Landin y Salinas, 2016). Aquello, en términos de la TRRS, podria indicar que los estudiantes
estan en vias de construccion de los objetos variable aleatoria y distribucién de probabilidad, donde esta
presenta su vinculacién con el objeto funcién y que debe poner en juego los estudiantes.

Desde la TSD, también fue posible observar el importante rol que cumplié el profesor en las fases de una
situacién didéctica. En la situacidn accidn, en un inicio realizé preguntas de devolucién previstas en el disefio
del proceso de instruccion, debido a que los estudiantes identificaron incorrectamente el espacio muestral;
entonces, por medio de interrogantes guid su trabajo y permitié subsanar la dificultad. En la situacién de
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validacién, a partir de preguntas, el docente dirigié el debate entre los cinco grupos del curso. En la fase
de institucionalizacién, formalizé el saber construido por los estudiantes. Por tanto, en este estudio se ha
constatado que el conocimiento de la matemdtica y su didéctica por parte del profesor, es fundamental en el
proceso de construccion del conocimiento en los estudiantes (Yang, 2014).

Es importante destacar cémo el proceso de instruccién ayudd al profesor (y en consecuencia a sus
estudiantes), a identificar dificultades en la comprension del significado o uso de los objetos estudiados; por
ejemplo, cuando entrega oportunamente la pregunta de devolucién. Se sostiene que el uso articulado de las
dos teorfas TSD y TRRS han sido clave en este proceso, por lo que una sugerencia que puede surgir de este
estudio para la comunidad académica, va encaminada en la propuesta articuladora de teorias didacticas que
favorezcan los procesos de ensefianza y aprendizaje, donde el profesor debe ser consciente de estos elementos
tedricos como herramientas poderosas para el logro de sus objetivos de aprendizaje, que vayan mas alld de
una memorizacién de férmulas o técnicas matemdticas (que estdn detrds de la variable aleatoria y funcién de
probabilidad), y que los lleva a la comprensién de las mismas a partir de un contexto cotidiano.

Finalmente, es posible concluir que este proceso de instruccidén parece haber permitido a los diferentes
actores que participaron en ¢él, avanzar en el aprendizaje y la ensefianza de la variable aleatoria y funcién
de probabilidad, en el sentido que permitié al profesor, abandonar su rol de comunicador del saber y a
los estudiantes construir su propio conocimiento como una experiencia grupal y colaborativa, con la cual
el docente pudo conectar el saber institucional. De esta forma, se proyecta como un recurso valioso para
profesores, tanto en ejercicio como en formacion, que deban ensefiar la variable aleatoria y/o distribucién de
probabilidad, pues la metodologia de trabajo que se empled (disenio de la situacién didactica, implementacion
y andlisis de esta), es recomendada por Sdnchez y Gdmez-Blancarte (2011) a los docentes para el aprendizaje
de nociones de estadistica, de forma que ellos son capaces de aplicar tal aprendizaje en el aula. Dentro de
las lineas de investigacion del estudio, se destacan las necesidades de estudiar, el disefio y puesto en juego
de otras propuestas de instruccién que articulen diferentes teorfas diddcticas (quizés bajo la metodologia de
experimentos de ensefianza), para observar cdmo estas influyen en los procesos de ensenianza y aprendizaje.
Por otro lado, parece ser interesante indagar cémo docentes que no tienen conocimiento de la TSD y/o de
la TRRS, ponen en juego la propuesta de instruccién y qué resultados obtienen en el alumnado.

La TSD yla TRRS han permitido disenar y analizar una propuesta de aula para dos objetos de ensefianza
complejos. Estudiar, desde teorias didacticas, cémo llevar al aula objetos dificiles de ensefiar puede ayudar
a profesores en ejercicio y en formacion, a mirar su practica con mayor fundamento, a fin de hacerla més
accesible y comprensible a sus estudiantes.
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