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1. INTRODUCCION

Las métricas parciales y los espacios métricos parciales fueron introducidos por el matemitico inglés Steve
Mathews en el 8° Coloquio Britdnico para la Teorfa de la Ciencia Computacional en 1992. También en
ese ano, Michael Bukatin en su disertacién doctoral trata sobre las métricas parciales. Posteriormente, en
2009 Steve Mathews, Ralph Kopperman, Homeira Pajooheshel presentan un articulo en The American
Mathematical Monthly titulado Partial Metric Spaces.

Al igual que en los espacios métricos, los espacios métricos parciales estin formados por un conjunto no
vacio y una funcién. A esta funcién se le conoce con el nombre de pmétrica, la cual toma dos puntos del
conjunto y la lleva a un nimero real no negativo.

En los espacios métricos parciales, la pmétrica de un punto a el mismo no es necesariamente cero. Esto
provoca una reaccién en cadena, pues para homologar los axiomas de métrica hay que realizar cambios
sustanciales en los mismos.

Se mostrard cdmo, a partir de espacios métricos parciales, se pueden construir espacios métricos. Ademds,
cémo a partir de espacios métricos se pueden construir espacios métricos parciales. Ademds se mostrardn,
algunos ejemplos de espacios que cumplan estas situaciones.
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2. METODOLOGTA

Introducidos por Rene Maurice Frechet en su tesis doctoral, los espacios métricos dieron origen a un
vasto campo de estudio. Generalizando los espacios métricos se da origen a los espacios métricos parciales,
ajustando el axioma de separacién. Dando asi origen a un nuevo campo de estudio.

Se definen los conceptos de métrica, seudométrica, ponderacién y métrica parcial. Posteriormente, se
muestra como a partir de espacios métricos, usando la métrica inducida se pueden construir una métrica
parcial, por ende un espacio métrico parcial. De igual forma, se pueden construir a través de una métrica
parcial una métrica y por lo tanto un espacio métrico.

Se prueba que en los espacios métricos parciales se puede establecer una relacién de orden parcial, es decir;
los espacios métricos parciales son conjuntos parcialmente ordenados.

Para validar los resultados, se muestran ejemplos para cada uno.

3. DESARROLLO DEL TEMA: ESPACIOS METRICOS PARCIALES

¢ Definicién 1: Sea X un conjunto no vacio y d:XxX — una funcién. d es una

métrica sobre X si satisface los siguientes axiomas

M) d(%,¥) 20 , paratodo X yeX {positividad).
Mz} Sean XV eX, entonces

x=y=d{x,¥)=0

dix,y)=0=x=y (separacion)
Mz} dix, v} = diy, x) paratodo X, yeX (simetria)
Ma) d(x,¥) =d(x 2)+d(Z ¥) paratodo x,y,ze X {desigualdad triangular)
Elpar (X, d) constituido por el conjunto no vacio Xy una métrica d sobre X, se llama

espacio métrico {Samet et al, 2013; Bukatin et al., 2009; kopperman, et al., 2004;
Kopperman, s.f; Matthews, 1994; Matthews, 2008; Matthews, s.f)

¢ Definicion 2: Sea X un conjunto novacdioy P:XxX—[l una funcién. p es una
seudométrica o semimétrica si satisface los siguientes axiomas.
M) p(x,¥) =0, paratodo X, ye X.

M;) p(x.x)=0, paratodo x€ X

Mz) p(X,¥)=p(¥.X), paratodo X, ¥eX
Ma) PIX, V) <p(%, 20 +p(¥,2), paratodo X,V,ZeX
Elpar (X,p) constituido por el conjunte no vacio X y unaseudométrica p sobre X,
se [lama espacio seudom étrico {Matthews, 2008).
* Definicion 3: Sea X un conjunto no vedo y p:Xx X — una funcién. p es una
pmétrica si satisface los siguientes axiomas
MPp) 0<p(X,X)<p(X,¥), paratodo X,yeX
MP2) Si p(X, X) =p(X, ¥) =p(y.¥), entoncesx =y paratodo X,yeX
MPz) p(X, V) =p(¥,X), paratodo X, ye X
MP4) p(x, V) <p(X, 2)+p(z,¥)—p(z Z) entoncesx =y para todo X, ¥,z X.
Al par (X,p) se le llama espacio métrico parcial {Matthews, s.f; Bukatin, et al., 2009;

Matthews, 2008).
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- Observaciones:

1. Supongamos que r(x, y) = 0. Luego por MP,

r(xx) = 0yr(y,y) =0

de donde

r(x x) = (s y) =r(y, y) =0

Por lo tanto, por MP; setiene que x = y. Asi pues, las pmetricas satisfacen los exiomas

My, Mz y Ma de métrica y ademds, si p(X, ) =0 entonces x =y. Lo dnico que no satisfacen
las pmétricas es la autodistancia igual a cero; o sea que p(X,X)=0 pero no
necesariamente p(x,x)=0

2. Toda métrica es una pmétrica.

3. Las seudométricas no satisfacen el axioma M; de métricas ni el axioma MP; de

pmétricas.

+ Ejemplo: Sea 5 un conjunto con mds de un elementoy 5° el conjunto de todas las
sucesiones finitas de elementos de S, o sea
5" = {(XO,XI,‘..,X“)Z nell, X,%X,...% € S}
Definamos la funcitn

ps (87 Us¥ )< (8" U8 ) 5

1 , 8ix, # ¥,
Ps ({xn},{yn}): 27k s x; =y, paratodoi <k, x, # y,
o ., X, = ¥y paratodok ]

Note que sip; (§x,}.{v.})=0 entonces {x.},{y.}es". Ademds, si {x,} €5 entonces
Ps ({Xn},{yn}) >0 Porlotanto, p, ({Xn},{xn}) >0 peratodo {x,}es"

Entonces p. es una pmétrica sobre S” wSY (Bukatin, et al., 2009}.

¢ Observaciones:

1. Note que

py =d
s¥ ="

Por lo tanto, el subespacio metrico parcial (Sw,ps) es un espacio métrico; o sea que

(7.p:)=(s".q)
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2. Come p; (§x,}.{x,}) >0 para todo {x,}€5" . p, no es una métrica sobre

§ usY.

¢ Ejemplo:Sea 1" =[0,») vy definamos la funcién
Poe 2L 70T
P (8, b) = max {a, b}
Probemos que p,_es una pmétrica {Matthews, s.f).
MPg) Sean a,be | ¥, entonces
0<a=max {a,a} <max{a,b}
Por lo tante
o0<p, (aa)<p,_ (ab)
MP;) Sean a,be(|” tales que
Pras (8:3) = o (8,0) = oo (b, )
luego
a=max{a,b}=b
Por lo tanto, a = b.

MPz} De la definicién se deduce que
Poa (8,0) =P, (b, 8]
MPa) Sean a,be " "

* Supongamos que p,,. (a,h): a, entonces

pmx(a’b) £pxmx [a’c)
IR CA RS T [c,c) =0

por lo tanto
pn:ax (ﬂ,b) = pn:ax l:a’c)+pmax(c=b)_pmax (C, C)

* |gual resultado se obtiene si se supone que p,,, (a,b)="b.
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Asl pues p__ es una pmétrica schre i [ +,pm) B5 UN espatic metrica
parcial.
¢ Ejemplo: Sea T la coleccién de losintervalos cerrados y acotades de 0 ; es decir
S={[a,b]: abel, aﬁb}
Definamos la funcidn
g I3xE—
pl[b] (e 4]) = max{b. 4}~ rin (.}
Entehees poesuna métrica sobre Ty [S,p) es Un espacio métrico parcial (Bukatin
et al., 2009; Matthews, 2008).

*  Ejemplo: S5ea [X,pj uh espacio métricn parcial v sea

g XX =
. _ plzy)
= (&Y)_Hp[x,y)

Usande el resultade de que:
sioab, o d=0 sontalesque
az=h+c-d, d=b v d=c
Entonces

a b C d
= + -
l+a 1+b l+c 1+d

se prueba que o™ es una pmétrica sobre X (Matthews, 2008).

s Definicion: 3ea (X d) un espacio métrice. Una funcdon de ponderacion sobre ¥ es

una funcién
[ | x—
gue satisface las siguientes propiedades
i1 0 =[x, paratode xe X .
i) [¢-|y|=d(zy) paratode %,y €X (Bukatin, et al., 2009; Kopperman, 2004;

Matthews, 2008).
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+ Observacion: Tede espacio métrice (X, d] tiene infinitas penderaciones. En

particular, para tode k20, la funcidn constante
[-|:x =l
[#=k

g5 Uha ponderacidn sobre X,

El siguiente ejemploilustralaforma de construir espacios métrices parciales a partir

de los espacios métricns,

¢ Ejemplo: Sea (X, d) un espacio métricoy |1 X—

Definames la funcién
P HxH =

dxy)+[=+ |y

Pa[X:Y)= 2

Entonces p, es una pmétrica sobre X, ademés
Pu(x ) =[x

paratode x€ X (Matthews, s.f).

WPa] Sean x, ¥ €, entonces

diz =)+ |2 +|=
)= Al
Por lo tanto, como |2/ <d[x, y)+|y], setiene que

D=p, (= x)=g

_|X|+ b4

T

[+ a )+
2

_ 0z P+ [+ ]
2

=p[z7)

MP2) Sean %7 X tales que
Pa(2%)=pa (2 7) =R (7.7)

entonces

una ponderacitén sobre X,
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I _ s 5 |

TRy
de donde

dfx,wh=10
par latanta, ® =1y

MPa) Sean X, ¥e 2l entances

pd(x, Y:l=d|:x:}');'xl+ ¥ =d[:Y,“); 3"1+|“|= pd[:y,x)
MPa) Sean X, W EE X, entances
o, (%)= d(wJ;IXIHY
: d[:x,z:]+d(y,z)+y1+ x|
2
_ d[:x,z:]+ z[+ z;|+d(3r,z)+|y|+ -2/
2
_alzeed alarhbi+d
2 2

= Rz % 2] - Pa(= 2)

Oe toda lo anteror se tiene que [:X,pﬂ) Bs un espacia metrica parcial w

By (a0)= .
* Obe=rvacidn: 5ila panderazidn | - | sobre X no esla fundidn nulaentances (X p, )
. - A . 1
no es un espacia meétrica. 50| - | es la funcidn nula, entances p==§d &5 una

métrica sahre X
*  Ejemplo: 5ea (X, | . ” un espacia normada wd la métrica inducida par la narma | |
Mate que la funcidn narma &z una panderazidn sabre el espacia métrica (¥, d). Par

latanta, [:Xpd) &N un espacio métrica parcial, dande

o )= =oAL

En el gjemplo anteriarse canstruyd un espacia metrica parcial a partir de un espacia

méetrica dada. El pracesa se puede reverti; o sea quese puede canstruir un espacia metrica
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3 partir de un espacio métrica parcial de tal manera que los das procesas sean ciclicos.
Weamas &ste hecha &n el siguiente ejempla.
*  FEjermnplo: Sea [:X,d:] un espacia métrica parcial Definamas las funcianes
4 ExX
d, (%, ¥)=2plx ¥ —x,%) —p(¥, ¥)

|- K
b= e %)
Luega
d, 0%, ¥) = 2p(2, ¥) — || =[]
Frabemas que d  esuna méetricasobre X [Matthews, s{).
My} Sean %, vE X entances
prd-prxzl vy pry-pryzi

parla tanta

02 2plx, ¥)—ple,x)-pl7 ¥)=d (= ¥)
Ma) Sean X ¥eX
* 5 m=v, entances

4, (% ¥)=2p(x, 21— plz 2 —plx,x) =0
* Supangamas que 4, (% y)=0, entances

2plx, - Pl -plx =0
Cama p(xx)Sp(x 5, se tiene gue

2pCe, 3 - ple P W ED

de dande

po W Ep(w )
lgualmente,

2p0, 3 - plx, W-plx x) €0
W
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P W Ep(x )
Luega par MPa se tiene que
P =px W =pEm
Parlatanta, par MPaze tiene que z=v.
Asipues
d(x, Fl=Des =y
May Sean X, We X entances
4, (3 ¥)=2p0x, ¥ —pl5 ) 2l ¥) = 2005 x) — B3 v —plx x) =4 (v,x)
Ma) Sean X, W% EZE X, entances
4, (=, ¥)=2p(x ¥)—plx, ) —pl¥, ¥)
< 2p(x,2) +2p(5 ¥)-2p(z, 2 - plx, x) - oy, ¥)
= (2p(x,5) —plx, %) = plz, =) 1+ 2pl 5 ¥)—plz, 2~ plv, ¥ )
=4, (xz]+d, [z ¥)

#sipues dpes una metrica sabre X.
Prabemas ahara gue la funcidn | -| es una panderacidn sabre X.
“ 5es € emances
0% pla,x) =[x
® Sea x, e X entanzes

[3¢| =[] = Dz, %)= pl ¥, )
=2p(x, %) —plx, %) —pl 7 ¥
S2plx ¥)—plx ) —ply.¥)
=4, (=)

Asipues, | s una panderacidnsabre X ¥

d, (% y)=2px, ¥ |x| ¥

Mate que

d [ o) +|x| 4|
plx, ¥)= ol :l2| l

Luega, par &l gjfempla anteriar
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Pa, =P ¥ Iy, =1
O zea que ks procesas de estas das ejemplas san cilicos.
*  Teorerm: 5ea (%, ph unespacio métrica parcial. Definamas la relazidn binaria "-
sobre X par
H=ty PP X) = X,
Entances - p £5UNa relacidn de arden parcial sabre X, llamada la relacidn de arden
parcial inducida par la pmétrica sabre X [Bukatin, et al., 2009, Matthews, s}
* Demostracidn:
*  Reflexiva

Cama pls, =)= pl ), setieneque x-, x pamtada xe X,

ArtEimétrica
Sean X, ye X tales que x—, 3 W, x,EMances
Rl 2h= pl oy, alw, b= ply, 3
Par latanta,
pl, b= pl, wi= ply, v

Luega par M P se tiene que 2=y,

Trarsitiva
Sean X, W, ZE X tales que x =, ¥ -, T ENtances
Rl b= ple, v, aly, vi=plv. 2}
Par MPy z& tiene que

ol =) S plx, ¥) +ply 21— p( % ¥)
=plx 7
=plxx)

Luega cama I:(x, X ﬁCp{x,z), =& tiene Que

Rl up = ply, zh

Farcansiguiente, x-, =

Oe tada lo anteriarse tiene que [:X, - u) &35 UN £anjunta parcia Imente ardenada.
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-

+ Ejemplo: Canzideremas el espacia métrica pareial [: o+ P )
Entances

Xy T Poma [, ) =P s (% F)
< man {x, x| = max{x ¥
& x=ma ¥}
o ysx

COsea que = &s exactamente €l arden imeersa usual de
*  Ejermplo: En el espacio metrica parcial [:S' Ui D, ) ka relacidin de arden parcial T

esta definida par

ENEM AL S NIENNENIE IENNER)

=1 {y,} g5 parte inicialde { .}

* Teorere: 5ea [¥, d) unespacia métrica, @eX v [[:X— | la funcidn definida
par
x| =d(x, 5)
Entances |-| &5 una pandemcidnsabre Xy |2 =0 [Bukatin, et al., 2008}
*+  Demostracidn:
i  5ea xeX entances
0= dlx, & =x
ii. Sean LVE X, entances
[se] = Az, @) £ d(x, )+, 2 = dlz, ¥ +¥|
parlatanta,
[se] =] = di, 30
Asipues. | £z una pandemcidin sabre X,
+ Obeervacidm: 5ea [X, db un espacio métrco, DEX |-|:E—= la funcidn

definida en el tearema anteriar. Entances la funzidn
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py i EHE

d
B [,7)= [x Y);r |y _ dl:x,y)+d|:x££2ij +diy, (3

€5 una pmetrica sabme X, Ademds
Pa 1630 =03 &) =]
a3 )= dx, ) = x|
par latanta
Bal% )= pa (3 E)
lo gue implica que x ~ (@ paratodo XEX. Asipues W@ es el dtima elementa del

canjunta parcialmente arenada [:X, <0 ) [Matthews, s f).

Reciproca mente, sea [%, pb un espacia métrica parcialy WE X talque - @ para

tada ¥€X. Entances
P x)=p(x, 2, paratodo ke X,
Farlatanta, lafuncidn
d ExE
4, (%, ¥)=2p(x ¥)-plx =) —pl % ¥) = 2p(=x, ¥)—p(x @)—ply )
&5 una metrica sabre X, v la funcidn
-|:X—}
x| =plx,x)=plx &)
£z una panderaziin sobre X,
*  Ejemplo: Sean (¥, dh un espacia métrica, DE X v 2 »0talque
d(x ¥ Sa, paratada x,ye X
Definamas la funcidn

pExE

Al v)—d(x &) —diy, )

H=adt
px,¥=a 5

Frabemas que pesuna pmétricasabre X.

MPo} 5ean x e X entances
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plx, =a-dix,2z0
Paratra lada,

Az, 7 —dlx &) - dly, )

. ¥ -mxxl=at 0 —at+d(x )
_ A, ) + 2305, @) —dix, &) — d(y, &)
2
_ A0, ¥) - (e, ) —d( y, &)
2
LAURBI-dnE _

2
Asipues
DSplx. S pin W
MP2} Sean X, we X tales que

Al b= plx b= gl

entances

RN C R LR

=a—diy, &)
Entances
Az, 2)=d(v, @) ¥ dixy)=0
la gue implica que =y,
M P2 5ean X, ¥e L, emances

d(z, y) —dix, &) - dly, £

Pl ¥l=a+ S
—aglw x)—d(xzﬁ)—d(x, )
=pl¥x)
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MPs} Sean X, W EE Z, entances
d(X,Z:I—d(’(,@—d(Z,@+a+d(Z,}':l—d(%@—d(}',@)_a+d(z,@)

pix, 4oz ¥i-p(g g =at : 5
=g 4 30e,m) —d(s B -d(z @) +d(5 ¥) -d (5 &) - d(x 2 +24(5 &)
2
= 5 A2 +d(z, ¥ -2d(x, @ —diy, 7
WL R R L)
=p(z¥)
Azipues

B, 11 plx,2) +pz, 3 -z
De tada ko anteriarse tiene que (X, p} es un espacia métrica parial.
Mate que
(B @)=a=p{x 3]
par ka tanta
=
Fara toda X =2, 0 sea que % ez el primer elementa del canjunto parcialmente
ardenada (X, -b)_

Finalmente, nate gue
d, (e, ¥) = 2p(x, ¥1 —plx, 2] — (v ¥)
=Z2a+d(x y)—dix &) - d(y, &) —atdlx, &) - atd(y, &)
=d(z 7]

Parcansiguiente 4 =4 v (X,dn)=(X,d:l-

*  Observacidn: 5ien ejempla anteriar cansideramas l funcidn de panderacidan

JiE=
x| =d(x, @)
entances kA funcidn
Py ExE
5o (2, 7)= 20 :rn;r x|+ _dix, YHd(x_’:-,@ +d( 3, 7

£sUna pmetrica sabre ¥ v x <y, 21 para tada xeX. Asipues

# (4 g5 el primer elemento del conjunta parcialmente ardenada |:X, -.n)
£ U ez el liltimo elementa del canjunta parcialmente ardenada [X, < :I

“p#n,

*4,-4 y 4, -d

3. CONCLUSIONES

Con lo demostrado en este articulo, podemos concluir:
- Los espacios métricos parciales son una generalizacién de los espacios métricos. Es decir, todo espacio

métrico es un espacio métrico parcial; pero no todo espacio métrico parcial €s un espacio métrico.
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- Dado un espacio métrico, podemos construir a través de la métrica una pmétricay por lo tanto un espacio
métrico parcial.

- De igual forma, si tenemos un espacio métrico parcial, podemos construir a través de la pmétrica una
métrica y por lo tanto un espacio métrico.
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