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1. INTRODUCCION

Motivados por la gran aplicacién de los sistemas de ecuaciones diferenciales auténomos en diversas dreas de
las ciencias y la ingenieria, se presenta un estudio sobre el comportamiento a largo plazo, de las soluciones del
sistema de ecuaciones diferenciales auténomos en el plano

: =% =F(x)=(f(xy).g(x.))

Para este fin, se definirdn los conjuntos

a - limite

yw - limite , los cuales

permitirdn hacer un estudio cualitativo preciso de los diagramas de fase de los sistemas autdnomos.

Para poner en perspectiva el estudio cualitativo de los sistemas auténomos, a continuacidn, se presenta un
resumen de los resultados bésicos que ayudaran a lograr los objetivos planteados.

Con el fin de asegurar la existencia y unicidad de soluciones, se considera una funcién
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de clase

Con el fin de asegurar |2 existencia y unicidad de soluciones, se considera una funcién
de case ', F:R*SR?,  Fl,=(f(1),e(x ) vy el sistema auténomo
%= F(x )= F(x,y) enelplano, osea

L C_dr_
X—dt—f(x,y) ,y—dt—g(x,y) {1}

Para cada x £ R? , el flujo o solucidén del sistema {1} (7, %) (@(0,x)=x)a través
de X estd definido en el intervalo {, = (— °0,°0) =R, garantizado por el Teorema de Picard
{Hale, 2009) y (Hirsch, 2004). Ademds, la funcién flujo ¢{(++) es continua,
@ B =RxR? -»R? (Bamdn,1991). La drbita o trayectoria de la solucién @(f, X) estd
definida por

T, =r(x)={pl,x)/te ]}
La semi &rbita positiva esta definida por

T =r"(=)={@t.x)/t 20}

y la semi Orbita negativa estd definida por
[, =7 (x)={¢it,x)/t <0}

Si %, es un punto de equilibrio o punto coritico del sistema (F(x,)=0), entonces

T, =7(x,)=4x,}. Ademds y(x) es una brbita cerrada si y sdlo si la funcién @(1,x) es

periddica (en este trabajo se supondra que la trayectoria g (x ) consta de més de un punto, o sea que x no
es un punto de equilibrio del sistema).
El conjunto de las rbitas o trayectorias en el plano, de un sistema se denomina el

diagrama de fase del sistema (Mac Cluer, 2019).

Un tipo de conjunto en R? gue es de vital importancia para el estudio cualitativo de
los sistemas autdnomos es aguel en el cuzal, si un flujo del sistema u drbita entra al conjunto
en el instante :=0, permanece shi para todo ¢ =0. Esta idea se precise en |z siguiente
definicion.

Definicion 1: Un subconjuntc X de Ries llamado positivamente invariante para el
sistema (1), si para todo xek, se tiene que y"(x)c K .De igual manera & es
negativamente invariante para el sistema {1} si 3 (x) = & para todo x € £. Finalmente,

K esinvariante para el sistermna (1) si es positivamente y negativamente invariante, es decir

si (x) = Kparatodo xeX.

Esta idea se precisa en la siguiente definicién.
Definicién 1:

Un subconjunto X de R’es llemado positivamente invariante para el
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sisterna (1), si pars todo x ek, se tiene que ¥ (x)c K .De igual manera & es

negativamente invariante para el sistema (1) si 7~ ¢x) = & para todo x € £. Finalmente,

£ esinvariante para el sistema {1} si es positivamente y negativamente invariante, es decir

si y(x)c Kparatodo x K.

Definicién 2: Sean 4 y 2 dos subconjuntos no vacios de B 4 y E son separados si
ArB=¢ y AnB=g

Un subconjunto X de R* es disconexo si existen dos conjuntos separados 4 y 2 tal

que K =45 . Un conjunto es conexo si no es disconexo.

Observacién: Sea £ un conjunto cerradoy 4 , # dos subconjuntos separados de E?

talesque & =4 8. Luego

KrnA=(AUB)nA=4 ¥ KnB=(AUB)~B=B.

. . H
Por lo tantc 4 y ® son conjuntos no vacios y cerrados de R tales que
A~B=A~B=A~B=g. Porlotento, si es £ disconexo entonces existen conjuntos no

vacios, cerrados ydisjuntos 4 vy 7 talque K = A B . Siademads £ escompacto, entonces

dist( A, B) > 0 (Bamén, 1991).

El siguiente teorema, conocido con el nombre de Teorema del punto fijo de Brower, es de gran utilidad

para probar la no existencia de rbitas periddicas o cerradas dentro de ciertas regiones encerradas por curvas
de Jordan (Osuna, 2011; Hale, 2009). Recuerde que si

si ¥ c R® es una curva de Jordan, entonces ¥ wint(y) es un subconjunto cemrado de R?
homeomorfo a una bola cerrada de 22 {Ostrovskaya, 2019; 7hang, 20086).
Teorema 1: (Brower): Sea x un conjunto cerrado de R* homeomorfo 2 unz bolz cerrada

en R? vy G : K —> & unafuncién continua tal que G(x) = & . Entonces G tiene al menos

un punte fijo en &; es dedir, existe un punto x e £ tal que G(x)=x.

2. METODOLOGTA

Uno de los conceptos mas importantes en el estudio cualitativo de los sistemas

auténomos de ecuaciones diferenciales son los conjuntos

a - limite

yw - limite , ya que
ellos permiten determinar el comportamiento a largo plazo de las soluciones de los sistemas auténomos.

Sin embargo, para maximizar la utilidad de estos conjuntos limites se deducirdn sus propiedades topoldgicas.

Asi, se probd que, bajo ciertas condiciones, los

conjuntos
a - limite
yw - limite

son COl’ljllI’ltOS no VaC{OS, compactos, COonexos €

invariantes; ademds se probd que ellos estan formados por la unién de trayectorias completas del sistema.

Como aplicacién, se usaron los conjuntos limites para probar la existencia de rbitas periddicas y ademds

se estudian algunos ejemplos particulares de sistemas auténomos.
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Para validar los resultados obtenidos en los ejemplos particulares, se utilizé el Sotfware Wolfram
Mathematica, el cual permite la construccién del campo de direcciones y el diagrama de fase de los sistemas
auténomos en el plano.

3. CoNnJUuNTOS LIiMITES

Definicién 3: Sea x = R* y y(x) la érbita o trayectoria correspondiente a la solucién

@(t, x ) del sistema {1).

i. Unpunto peR*, esun punto @— lmite de latrayectoria ¥(x) del sistema (1) si existe

e

una sucesion estrictamente decreciente {tn }”=1 ,tal que lgtﬂ =—o0 y ,}L‘gﬂtﬂ’ X)=p.
Fl conjunto formado por los puntos & — limite de la trayectoria y{x) se denota por (%)
y se llama conjunto ¢ — indte de la trayectoria y(x).
ii. Unpunto g<=R® esunpunto m—limite de la trayectoria y(x) del sistema (1), si existe
una sucesion estrictamente creciente {tﬂ}i] tal que, limt, = vy lime@, . x)=4q. El
gy ey

conjunto formado por los puntos @—limite de la trayectoria ¥{x) se denotan por a(x)

v se llama conjunto @—Kmite de la trayectoria ¥(x).

1. Si x e R* es un punto de equilibric del sistema {1), entonces y(x)={x} v, por lo
tanto, a@(x)=a(x)={x}. la recproca no es derta.

2. Sea x = R? un punto regular del sistermna (1) (F(x) 7&0), Si y e ¢(x) , entonces existe
un ¢, <k tal que @it,x)= qa(tJrcy,y), estoimplica que a(y)=a(x) ¥ aty)=axx).
Por lo tanto, se puede hablar del conjunto o —fimite y el conjunto m—Iimite de la
trayectoria y(x) y se escribird a(y)=a(x)=a(rx)), @y)=wox)=o(rx)),
Siempre que v e w(x) -

3. Suponga que, X es un punto regular del sistema {1} y y{x)maix)=0. Sea

w0

p=¥(x) ma(x), entonces existe £*< IR y una sucesion decreciente {t”}ﬂzl tal
limf =— o i —p= * .
que fimz, . 35&{0(&‘,‘,}{) P =@t x)
4. Sea x e R? y @2, X) la correspondiente solucidn del sistema {1) que pasa por X .
Considere la funcién W, x)= @(—,x). Entonces

Wi,x) = @1, ) =— F (@i—t,x))=— F (FE.x))

Por lo tanto (¢, x) es una solucién del sistema x = - 7 @) -

Esto implica que el conjunto @ — fimite de la solucidén @z, x) del sistema (1) es el

conjunto @—fimite de la solucién del sistema x= - Fix) y viceversa. Por lo tanto, para
estudiar las propiedades generales de los conjuntos &— fmite v w—limite de las 6rbites

del sistemna (1), es suficiente restringirse al estudio de los conjuntos e —fmite .
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4. CARACTERIZACION DE Los CoNJuNTOS LIMITES

Teorema 2: Sea

2
X € [R® , entonces

%)= ﬁ{ga(r,x) 3 ET}

T=0

Demostracion:

Por lo tanto, w (x ) es un conjunto cerrado de
Demostracion:

De la definicién de w(x )

se tiene que

ez ) o {q:(r,x) i ET}
para todo T =0, por lo tanto
axx) = ;o fel.x) e =T}

Reciprocamente, sea p e o {Mt’ %)= T} . Luego existe un 4 =1 tal que ||p — p(, x )| =1
De igual manera, existe un #; = max {fl,Z} tal que I -z, = )| = 1.
2
Continuando de esta manerg, para cada neN existe un ¢, zmax{, ,,n} tal que

[p— gz, x )| <n. Asipues, existe una sucesién creciente {t}

@
n=1l

tal que lim¢, =< vy
n—yn
lim gz, x)=Pp - Porlotanto p e axx) ¥
an{ga(z,x) i ZT}C aXx)
De todo lo anterior se tiene que

m(x):p{qo(t,x) i ET}

=0

yw (x)
es un conjunto cerrado.
Teorema 3: Seax

= R* ysuponga que y*(x) esacotado. Entonces el conjunto eXX) es

no vacio y compacto.
Demostracidn:
Considere la sucesién

{on,x)} . Como @erx)ey &) ¥ ¥ @)

es acotado, la

95



VisiON ANTATAURA, 2022, VOL. 6, NUM. 1, JUNIO-NOVIEMBRE, ISSN: 2309-6373 2520-9892

sucesion {g(n,x)}.  esacotada. Luego, por el teorema de Bolzano - Weierstrass, existe
una sucesion creciente 5,17 tal que limz, = ¥ limpg, x)=p< ®2. FEstoimplica
QUE peax) ¥ exx)==d -
Como y'(x) es acotado, existeun R0 tal que

Y (=) B0, B)={x e R* :|x| = &}
Porlo tanto

elx)c ¥yt (x)= B(O, R)

Luego, como w(x )
es cerrado y acotado, ¢l es compacto.
Teorema 4: Sea

x < R*. Entonces axx) es un conjunto invariante del sistema {1)

Demostracion:

Si a(x)=¢ no hay nada que probar. Asi que sUponga que exx)=¢ V583 pe= exx).

Entonces existe una sucesion creciente {r 1™  tal que lir_)gt” = Y lim gt %) =Pp. Sea
s e®, entonces por |z propiedad aditiva del flujo se tiene que
elste,x)=q, ®)=qla &)
Luego, por |z continuidad del flujo @, x), setiene que
limg(s1,,x) = lime, (¢ ()= (lime,.p)) = ¢ (p)
Como {s +2, }:11 es una sucesién creciente tal que
lim(s+5,)=c V lim@(s+7,,x)=g@(p)=@lsp)

se tiene que g(s.p) = axx), paratodo sek. As, »(p)cexx) ¥ w(x) €sun conjunto

invariante para el sistema (1).
Teorema 5: Sean

x,y.ze R talesque ye axx) ¥ z e axy). Entonces z e ax(x).

Como y e axx) ¥ z = axy), existen sucesiones crecientes iz, }“’ LY {s, }“"1 tales que

2=

limt, =lims, = ¥ time(s, x)=y + lime(s,v)=2

Denote
x,=@t,.x), ¥, =¢s.¥),  Z,=@(5.X)
Luego
z, =5, %) = @5, @l,, %))
=g, (¢t,.x))
=g, (@ )

=, . (x)
=gpls, +1,.%)
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Por la continuidad de la funcion flujo g, x ), se tiene que
limz, = limg(s, +1,,%)
n—yo 30
= lime(s, . @lt,. %))
=
= lim (s, y)
5o

=Z
. - . . i
Asi, {5, +1, }n_l es una sucesion creciente tal gue y},’,_.g(_y” +t,)=0 Y }ﬂ{g(sn +t,,x)=2 -

Porlotanto, z = w(x) .

Observaciones:

1. De los Teoremas 4 y 5, se deduce que si y<= axx) , entonces »(y) waexy) C axXx);
ademds, «(x) es launidn de érbitas completas del sistema (1).
2. Del Teocrema 4 se deduce que si axx)= {p} , entonces p es un punto de equilibrio

del sistema {1).
Teorema 6: Sea
x = [R* y suponga que y*(x)

y suponga que g + (x )
Demostracion:

Por los Teoremas 2, 3, 4, se tiene que w(x ) €s un conjunto no vacio, compacto e invariante para el sistema
(1). Suponga que W(x ) no es conexo, entonces existen conjuntos cerrados
no vacios y disjuntos

A, B talesque w(x)=A4 B Y dist(4,B)=5 >0 .

Como g=AcCw(x)Y ¢=Bc w(x),existen tiempos 0 <1, <t, tal que
. S . s
dist(@(t.x).A) < ” Y dist{@(t,.x).B) < T

De igual manera, como 4, B estan formados de puntos @ — limite de la trayectoria

. s . . . 0
y(x} , Se puede construir una sucesion estrictamente creciente de tiempos {z,_} con

n=17

limz, = o y tal que
Fr—00

dist(ga(rn,x),A)<§, si m esimpar

disf(go(fn,x),B)-:g ,8i 1 es par.
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Note que
8 = dist(A, B) < dist (@(t,,x), A)+ (@, %), B)
de donde
dist(go(tl,x),B)257631’.3‘1((0(11,)(),(4)257%:% (*)
Luego, como
dist{g(t,, %), B) <§ Y dist{ (. x).B) = ?

y la funcion distancia es continua, existe un §, € [II,IZ] tal que dist (@p(s,.x), B) = g Por

otro lado, como

S =dist(4,B) = dist((ﬂ(sl, X),A)+ dist((ﬂ(sl, X),B)

se tiene que

_¢

disf(qp(sl,x),A)Z S5— disf(qp(sl,x),B): S——= S

(SRR

Repitiendo este proceso en todo intervalo [tzn,ptgn] con HEN | se obtiene una sucesion
creciente de tiempos {s,}"  tal que lims, =« y
n=1 n-sm

dist(p(s, . x).4) = (**)

S

y dist(@(s,.x),B)=

LY

Como {p(s,. %)} es una sucesién acotada, por el teorema de Bolzano - Weierstrass,
existe una subsucesion convergente, la cual se continuara denotando de la misma manera.

Sea p=limg(s,, x) - ENTONCES p e w(x), ¥ por (*¥),
s

dist(p, 4) zg

y dist(p,B):%

Lo que implica que p¢ 4 ¥ p e 8. lo que contradice que a(x)=.4_ B . Asi pues, a(x) €s

un conjunto conexo.

Observaciones:

1. Paratodo x = R?, w(x) esunconjunto invariante para el sistema (1).
2. Si »*(x) es un conjunto acotado, entonces w(x) €s un conjunto no vacio, compacto,

invariante y conexo.

3. Suponga gue »*(x) es un conjunto acotado, entonces
Ili_)rgdis!(gp(t, x),@(x))=0
4. Suponga que ¥*(x) es un conjunto acotado y que w(x) s un conjunto finito. Luego
@(x) €s un conjunto finito no vacio y conexo, lo que implica que w(x) es un conjunto
unitario. Asi, existe un p e R? tal que @(x)={p}. Por(3)setieneque
tlij}}dist(qp(f, xX)p)= }chl}djsr(dt, X)L aw(x)N=0
o sea gque
glﬂ @, x)=x
Por otro lade, como @(x) es un conjunto invariante para el sistema (1), se tiene gue

¥(P)={p}= (=) lo que implica que p es un punto de equilibrio del sistema (1).

5. Aplicaciones
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Teorema 7: Sea

KcR?

un conjunto cerrado y positivamente invariante del sistema (1).

Suponga que K es homeomorfo a la bola unitaria cerrada de R*
Entonces K contiene al menos un punto de equilibrio del sistema (1).
Demostracion:

Sea s, > 0. Como K es positivamente invariante, se puede considerar la funcién

@ K —>K
5
P ’@:,(p)*@(slsp)

Como la funcidn flujo @, escontinua, por el teorema del punto fijo de Brower, existe un
p, €X talgue
2, P =@l P =P

Esto implica que la solucion ¢(z,p, ) del sistema (1) es una funcién periddica de periodo

5, - Considere una sucesién {s,} " talque g >0, lims, =0 yla correspondiente sucesién
= 3

i}, talaue g5 py=p, -
Como X es compacto (por ser homeomorfo a la bola cerrada unitaria), se puede

suponer (pasando a una subsucesidn si es necesario) que la sucesién {p }~ convergeaun
p*c X . Porotro lado, paratodo >0y neN , existeun g (1 ez, K, ()= 0 tal que
K, ()= SL<Kn(z)+1
de donde
K, (s, =t<K (t)s, +5,
Luego, come oz,p, ) es periédica de periodo s,, setiene que
P&, Os,.P, )= @(s,.P,) =P,
paratodo >0 y neN. Ademas,
e p*)—p*| < 9. p*) - P, + |t P}, |+ I, — ]

paratodo >0, neN

99



ViSION ANTATAURA, 2022, voL. 6, NOM. 1, JUNIO-NOVIEMBRE, ISSN: 2309-6373 2520-9892

COMO  limp, —p*, por la continuidad del flujo ¢(z.p), se tiene que

lim||e(s.p*) — o(z.p,)| =0 - Peratodo ! >0

Por otro lado, como @(t. p,) es periddica de periodo s, , se tiene que
ot p,) =@t - K (f)s,.P,)
Pero

0=t-K, (t)s, <5, =0

3

Luego, por la continuidad del flujo g(z,x) , se tiene que

lim (- K, (1)s,.p,) = ©(0,p,) =p,, - Para todo >0
Por lo tanto,
le@.p.)—p.| = ot —&,.@s,.p,)—p,| = 0 , para todo 7> 0.

Asi pues,

|@tz.p*)—p*|=0 , para todo =0

Esto implica que @(r,p*) =p* paratodo r=0. Por consiguiente, 5= es un punto de

equilibrio del sistema (1).

Corolariol: Seay(x)una orbita periddica asociada a la solucidn ¢z, x ) del sistema (1).
Entonces int(y(x)) contiene al menos un punto de equilibrio del sistema (1).
Demostracicn:

Como y(X) es una curva de Jordan el conjunto & = y(x)wint(y(x)) esunsubconjunto

cerrado de B2 homomeorfo a la bola unitaria cerrada de R*. Seap int(y¥(x)) . Como
¥(x),es una orbita cerrada del sistema (1), por el teorema de existencia y unicidad, la
trayectoria j(p) no puede cortara y(x). Porlotanto, y(p) =int(y(x)), lo queimplica
que X es un conjunto invariante para el sistema (1). Luego por el Teorema 7, int(¥(x))

contiene al menos un punto de equilibrio del sistema (1).

Ejemplo 1: Considere el sistema

x=—x+y
y 2
¥ :y(2+2x—y )
lascurvas x=3°, x= %yz —1 ,nosepuedenintersecar. Esto implica que el dnico

punto de equilibric del sisterna dado es (0,0).

El jacokianc del sistema es

() - 2 J=J(0,0) o
X, 9)= =.J(0,0)=
M=y 24203y Y 0 2

Los valores propios de J son 4 =-1, A4, =2 .Por lotanto, el punto de equilibrio
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(0,0) es un punto silla del sistema lineal, lo que implica que (0, 0) es un punto es un punto silla del sistema

dado.

El campo vectorial del sistema esta dado por

Vi) =(-xty% y @122 57)

Luego, para larecta ¥ =0 se tiene gque

Vix,)=(-x,0)=—x{1,0)

Por lo tanto, la recta

y = 0 esta formada por tres trayectorias. Esto implica que no

puede haber una trayectoria cerrada que contenga al punto (0, 0) en su interior. Ademds, por el Colorario
1, no hay trayectorias cerradas del sistema dado que no contengan a (0, 0) en su interior. Asi pues, el sistema
dado no posee trayectorias cerradas.

El diagrama de fase del sistema esta dado por las figuras 1 y 2.

Figura 1. Campo de direcciones de trayectorias Figura 2. Campo de direcciones y trayectorias

\\ , L'\.‘.I \
NN
\_/.
il
4//_, T_‘\\Il( V) a
/ L // ’_?\\*\
r’f /

De los diagramas anteriores se deduce que:
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a)((x’o))={(0’0)} Y GJ(X,_)))=¢J .S y?fU
a(x,y):¢, si (x,y)=(0,0).

Ejemplo 2: Considere el sistema
. [ 1 ]
X =S5ery| ——CO0SX —COS}
10

: 1
= FeHy | cOsX ——cos
F J"[ 10 J"]

Los puntos de equilibric del sistema son

Gerr,mi) ¥ [}I o, +m;'rj . Conn meZ .
2

Luego el sistema, tiene infinitos puntos de equilibrio, pero todos aislados.

El jacobiano del sistema estd dado por

1 z z
——(cos* x—sen’x)—cosxcos y senxseny
Sy = )
senTseny cosxeosy - {cos® x — ser’x)
Luego
11 9
0 ° 10
J=J0,0= 0 ,  Jy=Jdm0= 11
0 = 0 -=
10 10
_2 L
nse=som=| 0 | n=smme|
0 — 0 =
10 10
Ly
7 J(E,E} 10
272) |, 1
10
Los valores propios de J, son A =—E, A= 2
10 10

Por lo tanto, el punto de equilibrio (0,0) es un punto silla para el sistema dado.

Los valores propios de .7, son 4 = 2, A :—%

10

Por lo tanto, el punto de equilibrio (7,0} es un punto silla para el sistema dado.

. 9 11
Los valores propios de 7, son 4 = ——, =
proR A= AT

Por lo tanto, el punto de equilibrio (0,7) esun punto silla para el sistema dado.
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. 11 9
Los valores propios de ./, son 4 =—-—, ==
proe s A= RS

Por lo tanto, el punto de equilibrio (77, ) es un puntosilla para el sistema dado.
En general, todos los puntos de equilibrio de la forma (a7, mz) son puntos silles para el
sisterna dado.

El polinomio caracteristico de /5 es p; = z¢ - 0.2z +1.01.

Por lo tanto, los valores propios de J., son 4 =0.1+f, 4 =0.1-i. Estoimplica que el

a4
punto de equilibrio [E’EJ es un nodo espiral inestable para el sistema dado.

En general, todos los puntos de equilibrio de la forma [£+m?{ ermJ con m,nel
z Tz

son nodos espiral inestables para el sistema dado.

El campo vectorial del sistema estd dado por
1 1
Vix, )= (f(x,y),g (x,y)) = (sem [—E COSX — cosy], seny(cosx 10 cosyD

Luego
Porlotanto, lasrectas x = A7, y=mx ton Bme 7 estanformadas por trayectorias
del sistemna.

El dizgrama de fase del sistema estd dado por, {ver figura 3y 4).

Figura 3. Campo de direcciones del sistema Figura 4. Campo de direcciones del sistema
. . . 5
- -—u | = - -
“ 4 s q
T — - | -~
v L
"‘, _“\ \ ‘ .
| B - ¥ )
. | -~
LY PR = ¥ = .
. - - =
‘ | ¢ "
1
-y e K " .
RN \"¥ f
- # . =
\ P . - —
- S - -
- - -

Figura 3. Campo de direcciones del sistema Figura 4. Campo de direcciones del sistema

Elaboracién propia

Sea p:(x,y)eR:{(x,y)EP_z/O 2x=x, 0=y Sﬂ'}. De los diagramas anteriores se

deduce que:

Si p:[%,%j,entonces a(p)=a{p)y={p}
Si p;{ﬁ,ﬁ] ,0<zx<m, 0<y<rm ,entonces a(p)={[£!5]} vy ap)=C, donde es
22 22

el contorno de la regién 7.

Note que, en este caso,

w(p)=C

estd compuesto de cuatro trayectorias no triviales
(heteroclinas) y cuatro puntos de equilibrio.

103



VisiON ANTATAURA, 2022, VOL. 6, NUM. 1, JUNIO-NOVIEMBRE, ISSN: 2309-6373 2520-9892

6. CONCLUSIONES

De los resultados probados en este articulo, se obtienen las siguientes conclusiones:

* Si p(r,x)es la solucién del sistema (1) que pasa por x, entonces wit.x)=@(~t.x)

es la solucion del sistema x = —#7(x). Por lo tanto, el conjunto &—Hmite de la

solucién () del sistema (1) es el conjunto @ —fmite de la solucidn g (z <) del

sistema x = F(x) yviceversa. Porlotanto, es sufidente estudiar sélo los conjuntos
o —limites de los sistemas autdénomos.

¢ Sila semi orbita »*(x) es un subconjunto acotado de R?, entonces (3 ) BS UN
conjunto no vacio, compacto, invariante y conexo. Por lo tanto, si axx)es finito,

entonces @(x)={x} vy x esun punto de equilibrio del sistema auténomo (1).
* Siyecax). entonces p(y)oa(y)c @(x),ademds, w(x) eslauniénde drbitas

completas del sisterna {1).

* Si p(x) esuna drbita peridica asociada ala solucion » (¢, x ) del sistema (1}, entonces
#(=) encierra en su interior un punto de equilibrio del sistermna {1).

* Con el conocimiento de las caracteristicas de los conjuntos & —limite y a—lmite, se
puede dibujar con mayor precision los dizgramas de fases de los sistemas auténomos,
los que 2 suvez permiten hacer un estudio cualitative mds exacto de las situaciones de

los sistemas autonomos.
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