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Resumen: En este articulo, se define la congruencia médulo
un operador compacto y la invertibilidad médulo un operador
compacto. Se presentan algunos cjemplos de operadores
congruentes mdédulo un operador compacto y de operadores
invertibles mddulo un operador compacto. Se demuestran
algunas propiedades de esta congruencia y se utilizan estos
conceptos para demostrar una caracterizacion de los operadores
de Fredholm, asi como algunas propiedades algebraicas de estos
operadores.
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Abstract: In this paper, are defined the congruence module
a compact operator and the invertibility module, a compact
operator. Some examples of operators congruent module a
compact operator and invertible operators module a compact
operator are here presented. Some properties of this congruence
are demostrated and these concepts were used to establish a
characterization of the Fredholm operators, and some algebraic
properties of these operators as well.
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Una hermosa generalizacién de los operadores lineales de rango finito son los operadores compactos. En este trabajo se
enuncian algunas propiedades fundamentales de los operadores compactos (Pietsch, 2007); luego se define el concepto de
congruencia médulo un operador compacto (Cascales, Mira, Orihuela y Raja, 2013) y se demuestran algunas propiedades de
esta congruencia. Se introduce el concepto de invertibilidad médulo un operador compacto (Lax, 2002) y se prucba que la
inversa médulo un operador compacto es tinica (Fernandez, 2015). Por ltimo, se utiliza el concepto de congruencia médulo
un operador compacto con el propésito de probar una caracterizacién de los operadores de Fredholm (Ramm, 2001) v,
algunas propiedades algebraicas de estos operadores (Takesaki, 2002).
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2. Conceptos preliminares

Definicion 2.1: Sean X, ¥ espacios normados y T: X = ¥ un operador lineal. T es un
operador compacto, si para todo subconjunto acotado A de X, T(4) es relativamenta

compactoen¥; es de-cir,_T(A) es compactoen Y.

Teorema 2.2: Sean X, ¥ espacios normados y
K(X,Y)={T:X = ¥/T es compacto}
K(X,¥) es un espacio vactorial.
Teorema 2.3: Sea X un espacio normado, K: X — X un operador compacto y L: X —

X un operador lineal acotado. Entonces KL y LK son compactos (Fernandez, 2015).

Teorema 2.4: Sean X,Y espacios normados y T:X =Y un operador lineal. Si

dim X < oo, entonces T es compacto (Cascales, Mira, Orihuela y Raja, 2013).

Definicion 2.5: Sean X, Y espacios normadosy T: X — ¥ un operador lineal acotado. T
es un operador de Fredhalm si T(X) es un subespacio cerrado de ¥ y dim (N(T)) =
ml'

codim(T(X)) < oo; es decir, si T(X) es cerrado y
ind(T): = dim (N(T)) — codim(T(X)) < co.

Teorema 2.6: Sea X un espacio de Banach, [: X — X el operador identidad y T: X — X
un cperador compacto. Entonces L: =171 — T es un operador de Fredholm (Fetter y

Gamboa, 2008).

Teorema 2.7: 5ean X, Y espacios de Banach y T: X — ¥ un operador lineal acotado tal
que

dim (N(T)) <0 vy  codim{T(X)) < oo
Entonces T es un operador de Fredholm; o sea, T(X) es un subespacio cerrado de ¥

(Galaz, 2006).
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3. Invertibilidad médulo un operador compacto

En lo que sigue L(X,Y) denota el espacio de los operadores lineales acotados
de Xen ¥V, K(X,¥Y) denota el espacio de los operadores compactos de X en ¥, vy

Fred(X,Y) el conjunto de los operadores de Fredholm de X en ¥.

Definicion 3.1: Sean X,V espacios normados y T,L € L(X,¥). Diremos que T es
congruente con L médulo un operador compacto si

T-LEK(XY)
En este caso escribimos

T = Lmod K(X,¥).

Teorema 3.2: La congruencia mddulo un operador compacto es una relacidn de

equivalencia sobre L(X, ¥).

Demostracion:

Esto es una consecuencia inmediata del teorema 2.2.

Teorema 3.3:$i T = Lmod K(X,¥) y Ty = Ly mod K(Y, Z), entonces
T,T = LyL mod K(X,Z).

Demostracion:
ComoT = Lmod K(X,Y),entonces T — L € K(X,Y)
y como Ty es acotado, por teorema 2.3
T(T-L)EK(X,Z)
de donde
T,T =Tyl mod K(X,Z) (1)
De igual forma, como Ty = L, mod K(¥,Z), entonces Ty — Ly € K(¥,Z)
y como L es acotado, por teorema 2.3
(Ty - L)L EK(X,Z),
de donde
Tl =Lyl mod K(X,Z) (2)
Luego por Teorema 3.2 TyT = L;L mod K(X, Z).
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Definicidn 3.4: Sean X, Y espacios normados y T: X' — ¥ un operador lineal acotado. Se
dice que T es invertible mddulo un operador compacto si existe un operador lineal
acotado Ty: ¥ — X tal que

Thi=lhmod K(Y.Y) y NT =Iymod K(X,X)

En este caso se dird que Ty 25 una inversa de T, mddulo un operador compacto.

El siguiente teorema muestra que |a inversa modulo un aperador compacta, s

unica, modulo un operador compacto.

Teorema 3.5: 5ean X, Y espacios normados y T: X = ¥ un operador lineal acotado. Si
existen Ty: ¥ = X yTy: ¥ = X, tales que:

TTy =lymod K(Y,¥) y T,T = Iy mod K(X,X)
entonces T posee una inversa mddulo un operador compacto y ademds

T; =Ty mod K(¥,X)

Demostracién:

Como
TT, =lymod K(Y,Y) y  ToT = Iy med K[X,X)
se tiene que
ToTT, = Tyly mod K(¥,X) = Ty mod K(Y,X)
¥
ToTTy = Iy Ty mod K(Y,X) = Ty mod K (¥, X)
por lo tanto

T;-T,TT EK(Y,X) y ToTTy —Ty EK(Y,X)
Por consiguiente, por el teorema 2.2 se tiene que
T, — T,TT; + T,TT, — Ty € K(Y¥,X)
osea
T.— T € K(¥,X)
asi pues,
T: =Ty mod K(Y,X)
Se ha probado asi que la inversa es tnica médulo un operador compacto.
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4. Aplicaciones de la congruencia médulo un operador compacto

A continuacion, se utilizara la congruencia médulo un operador compacto para
probar una caracterizacion de los operadores de Fredholm y algunas propiedades del

conjunta Fred(X,Y) en espacios de Banach.

Teorema 4.1: Sean X, ¥ espacios de Banachy T: X — ¥ un operador lineal acotado. T es

un operador de Fredholm =i y sdlo si T es invertible médulo un operador compacto.

Demostracion:
Sea T: X — ¥V un cperador de Fredholm, entonces se puede escribir
X=NT&E&6 v V=TX)&H
donde G es un subespacio cerrado de X v H ez un subespacio cerrado de ¥y

dim(N(T)) <00, dim(H) <@ {Fabian, 2001},

Se dencta por P la proyeccion de T(X) & H sobre T(X) v/ la inyeccién natural
de G en X. Recordar gue por &l Teorema de la Funcidn Abierta (Lax, 2002),
T:G = T(X)=T(G)
ez un isomorfismao, luego T'L:T(X) —  existe como un operador lineal acotado.
Considerar el operador lineal acotado 5:V — X definido por
§=jT°'P
P -1 i
¥=TX)PH —TX)—G—X
note que
TS=TjT*P=TT 'P=P
luego
Iy —T5:¥ = H

es la proyeccion T(X) €& H sobre H.

Deigual manera ST:N(T) & & — G es la proyeccidn de N(T) & G sobre G porlo
tanto I, — 5T es la proyeccidn de N(T) & G sobre N(T).

Comao H y N(T) son subespacios de dimensidn finita, por el teorema 2.4, se tiene

que
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L-TSeR(V.¥V) v l,—STeRXD
por lo tante
TE=lmad K(¥.¥)} y ST =1, med K(X.X)

asi puas, 5 es una inversa de T modulo un operador compacto.

Reciprocamente, se debe suponer gue § es una inversa de T médulo un operador
compacto, luego
TS=lhmod K(¥.¥) v 5T =I;mod K{X.X)
por lo tanto
L —TSe K(¥.¥y y I,—5Te K{(LX)
luego por el teorema 2.6.
Iy—(l, - TH e Frad(Y.¥) ¥ I — Iy — 5Ty e Fred(X.X)
L EH
TFe Frad(F.¥) v 5T e Fred(X.X)
N(T) = N(3T) v o TX) 2 (T5HX)
se tiene que
dim(N(T)) <o v codim(T(X)) <00
Luego come X.¥ son espacios de Banach, por el teorema 2.7 T es un operador de

Fredhalm.

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior.

Corolario 4.2: Sea X, Y espacios de Banach, T:X — ¥ un operador lineal acotado. T e
un operador de Fredholm si v sdlo sl, existe un operador lineal acotada 51 — X tal que

Iy = 5T v Iy = T'5 son compactos.

Corolario 4.3: Sean X.Y.ZI espacies de Banach y o X = ¥, L:¥ — I operadores de

Fredholm. Entonces LT: X — I esun operador de Fredholm

Demostracion:
Como T € Fred(X.¥) v L€ Fred(Y.Z), existen operadores linzales
acotados T ¥ — X y L2 = F walesgue
TT, = I, mod K(Y.¥) ¥ T =1, moed K(X.X)
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Ll =l med K(ZI) v LiL=lmodK(V.V)
Luege
LTT, = LI, mod (¥, Z)
O Ee3
LTT, = L mad E(¥.2)
Por lo tanto

LTT,L, =L L,mod K{Z,Z)

(LTI(T,Ly) = Lemod E(Z.2)

Die igual forma se prueba que

(T,L,)(LT) = fymad K[X,3)

Aslpues Ty Ly es una inversa de LT mddule un operador compacta. Luego, por el

teorema 4.1, LT es un operador de Fredhalm.

Para finalizar. se puntualiza gque la suma de operadaores de Fredholm no
necesariamente a5 un operador de Fredholm. Pero s @ un operador de Fredholm se le
suma un operador compacto en wn espacio de Banach, entonces la suma es un operador

de Fredholm como lo muestra el sipuiente corolario

Corolario 4.4: Sean X,V =spacios de Banach v T: X — ¥ wn operador de Fredholm

L:X — ¥ un operador compacto. Entonces T + L: X — ¥ &= un operador de Fredhalm

Demostracidn:
Como TiX — ¥ e un operador de Fredholm, por el teorema 4.1 existe un
operador lineal acotado T : ¥ = X tal que

ThELmed K(¥.¥) v ToT = Iy med K(X X)

TTy— Iy € K(¥.Y) ¥ T =1y € K(X.X)
Como b: X = ¥ es un operador compacko. por el teorema 2.3, se tiene que
LTy:¥ =¥ ¥ FEVER A
=on operadores compactos. Por lo tanto, por el teorema 2.2

TT, — Iy + LT e K(F.¥) v TiT —Ig + TiL € K(X.X)

o sea
T+ LT, -, e K(V.¥) ¥ T T+L)=I; & K(X.X)
o gue implica gue
T+ LN Elmed K(¥.¥) v Ty (T4 L) = Iy mod K(KX)
Asi pues, T; es una Inversa de T 4 L mddulo un operador compacto. Luego, por el

teorema 4.1, T 4 L es un operador de Fredholm.
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