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Resumen: El presente trabajo conlleva al estudio de las
familias de existencia y unicidad de operadores lineales acotados
definidos sobre espacios de Banach como una herramienta para
manejar el problema abstracto de Cauchy. En este trabajo se
presenta un sistema de operadores més general, la familia

de existencia para un operador lineal

, de operadores lineales acotados de un espacio de Banach
(puede ser diferente de

) en

Palabras clave: problema abstracto de Cauchy, existencia,
unicidad, operadores.

Abstract: The present work leads to the study of the families of
existence and uniqueness of bounded linear operators defined on
Banach spaces as a tool to handle the abstract Cauchy problem.
In this work a more general system of operators is presented, the
family

of existence for a linear operator

, of bounded linear operators of a Banach space

(can be different from

)in

Keywords: abstract Cauchy problem, existence, uniqueness,
operators.

La teoria de ecuaciones diferenciales en espacios de Banach juegaun papel importante en matematica. Un tema importante

en esta teorfa es el problema de abstracto de Cauchy. Durante las tltimas décadas el estudio de algunas generalizaciones de los

semigrupos fuertemente continuos cldsicos; tales como los semigrupos integrados, los semigrupos regularizados y las familias

de existencia de operadores lineales acotados en , han llamado mucho la atencién, porque estos nuevos tipos de familias de

operadores equipan al Problema Abstracto de Cauchy con sistemas de operadores para controlar los problemas bien y mal

propuestos. (DeLaubenfels, Sun y Wang, 1995; Cortés, Fraguela, Grebennikov, Morin y Oliveros, 2011).

Se estudia el Problema Abstracto de Cauchy (PAC)

donde A es un operador lineal en un espacio de Banach (Martinez, 2016). La finalidad es caracterizar las

familias de existencia y unicidad para las soluciones de dicho problema.
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2. FAMILIAS DE EXISTENCIA Y UNICIDAD.

Alo largo de este trabajo X, ¥ son espacios de Banach, L(V, X) es el espacio de todos
los operadores lineales acotados definidos de ¥ en X y L(X, X) = L(X). Para un operador
A, D(A) denota el dominio de A y R(A4) al rango de A. [D(A)] define el espacio normado
D(A) con la norma grafica

llellocay = llxll + ll4xll, x € DCA).
Cuando C € L(Y, X), [R(C)] denota el espacio de Banach R(C) con la norma

lxlliriey: = inflllxll; Cy = x].

Definicion 2.1: Una solucion de (PAC) es una funcion valuada en X, u(t) continuamente

diferenciable tal que u(t) € D(A) para todo t = 0 y tal que (PCA) se satisface.

Definicién 2.2: Siparaalgin a = 0, existe una aplicacion H: [0, o) — L(V, X) fuertemente

continua de orden 0(e"") tal que paral > a

Gy :J e MH(t)ydt, VyEV
0

con G(+): (a, ) = L(Y,X), entonces se dice que G € LTy, — L(V, X).
Definicién 2.3: Sea A como en (PAC). Sean E; € L(V,X) y Uy € L(X) inyectiva.

1. La familia fuertemente continua de operadores {E(t)};.q © L(Y, X) es llamada una

familia E, de existenciapara A, siparacaday €Y, t =0
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t t
J’ E(s)vds€D(4) y A (J' E‘[s}yds) = E(t)y — Egy. (Ec2.1)
0 0

También se dice que A tiene una familia E, de existencia {E(t)}s0-
2. La familia fuertemente continua de operadores {U(t)};.o © L(X) es llamada una

familia U, de unicidad para 4, siparatodox € D(4) yparat = 0
t
f U(s)Axds = U()x — Upx.  (Ec2.2)
0

También se dice que A tiene una familia Uy de unicidad {U(t)};.,.
Dg,(A) es el subespacio de D(A) que consiste de aguellos elementos x para los cuales

AX E R(E,).

Teorema 2.4:

1. Si existe una familia E; de existencia {E(t)}.., para A, entonces (PAC) admite una
solucidn u(") para todo x € Dg, (A) que satisface:

(@) llpeay = MEOAN Ry + M), £z 0 (Ec2.3)

para cierta funcion positiva localmente acotada M(t) sobre [0, 22].

2. Siexiste una familia Uy de unicidad {U/(t)};., para 4, entonces todas las soluciones de
[PAC) son Onicas.

Demostracidn:

1. Seax € Dg (A). Sea vy EY tal que Ax = Epyp. Parat = 0, se define

t

ult) = x +j E(s)yqds. (Ec24)
o

Al derivar la ecuacion (Ec 2.4) se obtiene que u'(r) = E(t)v,. Ademas,
t t
Au(t) = A ('\ + J E(s)yods) =Ax+ A (J E(s)yods)
0 o

= Egyo + E(8)yo — Eo¥o = E(t)yo.
Por lo tanto, u definida por la ecuacion (Ec 2.4) satisface (PAC). Obsérvese que [|[E(t)|| es
localmente acotada sobre [0, 0], debido al Teorema de Banach — Steinhaus (Kreyszig,

1989). Asi pues, la expresion (Ec 2.3) se sigue de la arbitrariedad de y,.
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2. Seau una soluciénde (PAC) con x = 0. Sisedespeja U(t)x delaecuacion (Ec2.2)

y se cambia t porf — 5, se obtiene

£

Ult—slx =Ux + J- sU(s)Axds

]
y derivando con respecto a la variable s
d
— Ut —s)x = —U(t —s)Ax.
ds
Por lo tanto,
d U(t—-s) Ut —s)A
_— —5)=- —5)A
ds
De este dltimo resultado, se deduce que

%{U(g _ u(s)] = —U(t — )Auls) + Ut — u'(s) =0, t=52 0.

Por consiguiente, Ugu(t) = U{t)u(0) = 0 para t = 0. La inyectividad de Uy nos asegura
que u(t) = 0.

El siguiente ejemplo muestra que la eleccion de un espacio de Banach diferente de X

produce un conjunto grande de datos iniciales.

Ejemplo 2.5: Sea A un operador lineal en Cg(R), definido por (Af){x):=xf(x), x € R
para toda

£ € D(A) = {f € C(B); xf(x) € Co(R)),
Mo es dificil verificar gue A tiene una familia E; de existencia {£(t)}.o de operadores en
L(C5(R), Cy(R)) y una familia U, de unicidad {U(t)};.q de operadores en L(C,(R)). Para
x € Ryt = 0 setiene que

(EWf):=ee™f(x), feC(R)

U(t) = E(t)lcym)
Ep = E(0), Uy = U(0).

Por el Teorema 2.4, se deduce que [PAC) admite una Unica solucién siempre que el valor
inicial esté en

De,(4) = [ € Co(R); xe* f(x) es acotado en R},
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Ciertamente, {U{t)};o s también una familia Uy de existencia en L[C[,{]R‘)) para A. En

este caso, se tiena que

D, (4) = Ug(D(A)) = {f € Co(B); xe¥" f(x) € Co(R)}.

3. Caracterizaciones usando las Transformadas de Laplace.
Lema 3.1: $2an k una constante y by, hy € C([0, w], X con ||hy (E) |, 1o ()] = ke™* para

t =0 yalginw > 0. S5ea A un operador cerrado en X tal que para todo 4 > w,

f e Mh(t)dt eD(4) ¥ Af e M, (t)dt = f e M h,(t)dt.

o 1] o

Entonces paratodot = 0, hy(t) € D(4) v Ahy(t) = ho(f) (Xiao and Liang, 1998).
Demostracion: Es una consecuencia directa del Teorema de Unicidad de Transformadas de

Laplace y del hecho de que el operador A es cerrado (Peng y Chung, 1998).

A continuacion, se caracterizaran las familias Ey de existencia 0(e"®) en lenguaje de

transformadas de Laplace.

Teorema 3.2: Sean w R y sea {E(t)};sp una familia de operadores fuertemente
continuos en L{¥, X) tal que ||E{t)|| = ke™™, para una constante k y t = 0. Supongamos
que A es cerrado, y A — 4 es inyectiva para 4 = a (para alglin a = max(w,0)). Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a. {E(t)}:zo esunafamilia Eq de existencia para 4.

b. R(IEg) cR(A—A)parai=>ay
(A—A)Ey = j e ME(t)ydt, yEY.
(i}

Demostracién: Primeramente, supongamos que {E(£)},.p es una familia E; de existencia

para 4 y por lo tanto, se verifica la ecuacion (Ec 2.1):

A ( f rE(s})-‘ds) = E(t)y — Eqy.

Multiplicando por e~ y despejando Eyy se obtiena
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t
e MEyy = e~ ME()y — e~ 4 (f E‘(S)yds),
0

pero como A es lineal

t
e ME,y = e ME()y — A (e e j E(s)yds).
0

Para i = a,

o -] -] T
f e ME ydt = j e ME(t)ydt — A (f e—/‘ff E(s)yds dt)
o o o o
oo ) oo R oo N t
Eu}'f e dt = J‘ e ME(t)ydt — A (J- e"-‘f E(s)yds dt)
[} i} 1] i}

@_ = —dr . _ = —At : .
. —J; e ME(t)ydt A(J; e LE‘(S))dsdt). (Ec2.5)

Usando integracién por partes en la integral

oo t
j e_;'rf E(s)ydsdt
i 0

con
£ B
U= f E(s)yds dv = e ™ dt
o
e—}.r
du = E(t)ydt v=—
A
se obtiene

e

= t At ot
f e"'tJ‘ E(s)ydsdt = —— j E(s)yds
] 0 A Jo

La hipatesis ||E(t)|| = ke™*, para t = 0, nos indica que

- -t t
H_e < —QT(L ||E(s)||a.s) Iyl

A
e —ir

= = g =it
+ f — E(t)ydt.
o o 4

J:E (s)yds

= —

t
— Kyl fu "ds

g~ AL aWs _
_ _Klylle™¥(e* —1)

= 0
Aw

de donde resulta que
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-t

. =
f E(s}yds| = 0.
o 0
Por lo tanto,
=t 1= .
j e_’-‘f E(s)ydsdt = —f e E(t)ydt. (Ec 2.6)
0 0 Ay
De las ecuaciones (Ec 2.5) y (Ec 2.6) se observa que
Egy = 1=
of _ j e ME(t)ydt — A (—f e—ifE(r)ydt).
~ 0 Ao

Coma A es un operador lineal,

Eqy = 4 f e ME(t)ydt — A ( f e-/‘-fs(t}ydr)
o o

=(1-4) f Ie—f‘-fE(t) vdt,
0
de donde se deduce que
(A—A)1Ey = re—/‘rE(t)ydt.
0
Reciprocamente, supongamos que R(Eg) C R(A — A) parad >a y
(A—A)1Ey = jme_"fE‘(t)ydt, yEVY.

[/

De la hipotesis y de la ecuacién (Ec 2.6) se observa que
oo t

AN —A) By = j e"'-ff E(s)yds dt
o 1]

y multiplicando por A se obtiene que

ATTAA - AT Egy =4 j

t
e f E(s)yds dt. (Ec2.7)
o 1]

Ademas,
AT Egy+ (A —A)Eyy = —lEu}’;:f0j)+ Aoy
_ AEy
Taa-4)
=274 — A LELy
y como
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ATlEy = f e MEyydt ¥ (A— A Ey = f e ¥ E(t)ydt,
a o

se tiene que

=

ATTAA - A By = —f e~ MEgydt +f e ME(t)ydt
o o

= f xe_}'r[E(t]}’ — Egyldt (Ec 2.8)
o

(Driver, 2003). De las ecuaciones (Ec 2.7) y {Ec 2.8) se obtiene que

=

t oo
AJ. e_)-rJ‘ E(s)yds dt = j e~ M[E(t)y — Egvldt
0 [ 0
y se deduce en virtud del Lema 3.1, que paratodo t =0, yEY,
r
f E(s)vds € D(A4)
0

y la ecuacidén (Ec 2.1) se verifica.

Teorema 3.3: 8i (a) o (b) del Teorema 3.2 se verifican, entonces para cada x € Dg, (4), (PAC)
admite una Gnica solucion exponencialmente acotada u(t) tal que
llu(®lloeay = kME(Ixll + Al reEn). t20

donde k es una constante y

M(t} — {emaar[w,ﬂ)r siw=0
t siw=0.
Si x € R(Ey), entonces
lu@)ll < ke™lIxllrEy, t= 0 (Ec2.9)

Demostracion: Del enunciado y demostracion del Teorema 2.4, se obtienen los resultados
requeridos, excepto la desigualdad (Ec 2.9). $ea & = max(w, 0). Al multiplicar la ecuacién

(Ec 2.4) por e~ & integrando se tiene que

J;me')'ru(t}dt = J;

oo t
=1+ f e_)'rj E(s)vydsdt.
0 0

o =0

e Madt + j

t
e_}'rJ‘ E(s)ypds dt
0 ()

Calculando la segunda integral mediante integracidn por partes, se verifica que
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o0 o0

e~ My(t)dt = Ay £ 472 f e 2 E(E)y,dt.
o

k

Pero del Teorema 3.2, se sabe que
(A=A 1Ey = J‘xe'}-fE(t)ydtJ yEY, A>a
0
y por lo tanto
fxe”ﬁ&ﬂdt=A”x+%f%l—ﬂ}*5ﬂ@ (Ec2.10)
0
Obsérvese que Epyy = Ax yasi
fmfhﬂﬂﬁ=iﬂx+xﬂu—ﬁrmx
0

_Ax—Ax+ Ax
AlA—4)
=(A—A)A
Cuando x € R(Ey), si se toma un v, € ¥ tal que Egy, = x, entoncas por el Teorema 3.2
para 1 > a,

(A—Ax=(A—-A)"Ey,
:f e~ E()yydt.
o

De la ecuacion (Ec 2.10) y el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace, se tiene
que u(t) = E(t)yy. Por consiguiente, la ecuacion (Ec 2.6) se obtiene de la arbitrariedad

de ;.

El préximo teorema es una caracterizacion de una familia Uy de unicidad 0(e"*) para 4

en términos de transformadas de Laplace.

Teorema 3.4: Sea {U(t)};zp una familia fuertemente continua de operadores en L(X) tal
que ||U(t)|| = ke"*, para una constante k, parat =0 yalginw = 0. Entonces, los
siguientes enunciados son eguivalentes:

a {U(t)}iz0 &5 una familia Uy de unicidad para A.
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b.Parai =w, Upx = J‘ e MU (t)(A — A)xdt para x € D(4).
o

Demostracion: Sea {U(t)};;p s una familia Uy de unicidad para 4. Luego se verifica la

acuacian (Ec 2.2). Si se multiplica la ecuacién (Ec 2.2) por e ™ se obtiene que

t
e"hJ- U(s)Axds = e " U()x — e > Uyx.
0

Integrando esta expresidn para A = 0 se tiene que

o

= T oo
f e"ltj U(s)Axdsdt = f e~ MU (t)x dt — f e~ MUy x dt
o 0 0 a
= f ey xdt — quf e~ gy
0 o

= .t = Ugx
j e_"rJ‘ U(s)Axds dt =J- e MU(t)xdt -
0 0 0 A
Al despejar Uyx se obtiene que
oo =] t
Upx :f e M U(t)ax dt—f Ae"‘-fj U(s)Axds dt. (Ec2.11)
0 0 0
Calculando
- . t
f J.e_’-rf U(s)Axds dt
0 0
mediante integracidn por partes con
t

u= j U(s)Axds dv = le~Mdt
o

du = U(t)Axdt v=—e

se deduce que

oo

+f e~ MU (1) Axdt.
o

oo t T
f Ae-/‘-fj U(s)Axdsdt = —e_’hf U(s)Axds
] a o o

Debido a ||U(t)|| = ke™®, parauna constante k, parat = 0 y algin w = 0 se tiene que

t t
—e-f“-fj U(s)Axds|| = —e-f‘-f||Ax||f |U(s)||ds
a 0

T
= —ke-f‘-f||,«1x||f ewsds
]
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ke || x| (™ — 1)

Em— 0,
w
por lo que
- £ =
—e ™ f U(s)Axds| —0
o o
y asi
£ t o
f .le""f U(s)Axds dt :f e~y (£) Axdt. (Ec2.12)
o o 0

De las ecuaciones (Ec 2.11) y (Ec 2.12) se desprende que

Ugx = f e~ U () Ax dt — f e~ MU (t)Axdt
] o

Upx = f e~ U(t) (A — A)x dt.
i
Reciprocamente, supongamos que para x € D({4) y para A = w, se tiene que:
Upx = f e Ut (A — A)xdt
0

Por otro lado,

= =

e~ MU(t)xdt + ,lf e~ xdt
o

.lj;me—f'-r[U(t)x — Upx]dt = ’1J;

Rf e~ MU () xdt + Ugx
o

£

=3f e—lfu{:)xdwf e~ U (A — A)xdt
0 0
= j e~ U(t) Axdt. (Ec 2.13)
0
De las ecuaciones (Ec 2.12) y (Ec 2.13) se infiere que
oo t oo
f Ae"“j U(s)dxdsdt = Af e~ M U(t)x — Ugx]dt
0 0 o

y por el Teorema de Unicidad para Transformadas de Laplace se verifica que {U{t)}:gu as

una familia Uy de unicidad para A.
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Observacion: Si ¥ =¥, entonces Ej es inyectiva y Egd © AE,. Ademas, es avidente que
{E(t)}izp en el Teorema 2.4 es también una familia £y de unicidad exponencialmente

acotada para A.

Ejemplo 3.5: Sea X = £ el conjunto de todas las sucesiones {tty)me1 de nimeros

complejos con

==
1t = )l < 0.
m=1

Considere los operadores A y By definidos por
Al =Tfu, ) Eofu,} =Tuw,} paratodo {u, }EX,
dond&uy =uy, Uy =0 vy

— _ 0 sim es par
Hm = Um =y, simesim
i+1 par.
Aplicando estos operadores a una sucesion cualguiera {u,, } € X se tiene que

;'—1{‘11,,“} :Tum} = (ula 0,13, 0,us,0,1,,0, :l

Eplum) = Tum) = (0,0,12,0,u3,0,14,0,...)
Mo es dificil verificar que 4, Ey € L(X) es inyectiva, pero no sobreysctiva. Ademas
Epd = AE, = (0,0,0,0, s, 0,0, us, 0,0, 14, 0,0, ...},
Dg,(4) ={{v)ex: v, =0}

EgD(4) = {{v,,} € X: vy = v, =0 para cualquier m par}.
Por lo tanto, Dg, (A) = EpD(A).
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