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Resumen: Fl teorema fundamental del calculo en la teoria de
integracién de Riemann afirma que si #: [#, #] > # es continua en
[#, #], entonces la funcién integral indefinida

#: [#, #] > # definida por F(#) = [# #(#)## es diferenciable y #
"(#) = #(#) para todo # € [#, #]; o sea que # es continuamente
diferenciable en [#, #]. Reciprocamente,

si# es continuamente diferenciable en [#, #] entonces [# #' (#)##
=#(#) — #(#).

El objetivo de este trabajo es analizar el teorema fundamental
del célculo en la teorfa de integracién de Lebesgue. En
particular, se introducen las funciones de variacién acotada y las
funciones absolutamente continuasy se prueba que las funciones
absolutamente continuas son exactamente las funciones que
satisfacen el teorema fundamental del cilculo en la teoria de
integracién de Lebesgue; o sea que una funcién

#: [#, #] > # es una integral indefinida si y solo si # es
absolutamente continua en

[#, #]. En este caso # es diferenciable casi en todas partes en [#,
#],#  integrable en

[#,#] y [# # ()% = #(#) — #(#).

Palabras clave: continuidad absoluta, variacién acotada, medida
de Lebesgue, integral de Lebesgue, convergencia casi en todas
partes, teorema fundamental del calculo.

Abstract: The fundamental theorem of calculus in Riemann
integration theory states that if #:[#, #] > # is continuous in
[#, #] then the indefinite integral function #:[#, #] > # defined
by #(#) = [ #(#)## # # is differentiable and #'(#) = #(#) for
all # € [#, #], that is, # is continuously differentiable in [#,
#]. Conversely, if # is continuously differentiable in[#, #] then
[ #'(#)## = #(#) — #(#). # # The objective of this work is to
analyze the fundamental theorem of calculus in the Lebesgue
integration theory. In particular, functions of bounded variation
and absolutely continuous functions are introduced, and it is
proved that absolutely continuous functions are exactly the
functions that satisfy the fundamental theorem of calculus in
Lebesgue integration theory. that is, a function #:[#, #] > # isan
indefinite integral if and only if f is absolutely continuous in [#,
#)]. In this case # is differentiable almost everywhere in [#, #], #
integrable in [#, #] and [ #'(#)## = # # #(#) —#(#).
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INTRODUCCION

Un teorema muy importante en el andlisis real y que ha motivado el desarrollo de muchos temas es el
Teorema Fundamental del Calculo (el cual se denota por TFC), ya que es un puente que conecta las teorfas
de diferenciacion e integracion. Del analisis real basico se sabe que si una

funcién #:[#, #] > # es diferenciable en [#, #] ysi# es continua en [#, #] entonces # " es Riemann integrable
en [#,#]y

Como por hipétesis # es continua en [#, #], la integral en la ecuacién anterior existe como una integral
de Riemann (Boyer, 2010 ) y (Eduardo, 1994) . La pregunta es ;como puede ser el comportamiento de la
derivada # de una funcién # diferenciable en [#, #]? En esa direccién Gaston Darboux (1842-1917) probé
que #’ satisface la propiedad del valor intermedio en [#, #] y si # en Riemann Integrable en [#, #], entonces
(Error 175: El tipo de referencia Boyer, 2010 es un elemento obligatorio) (Error 176: El tipo de referencia
Eduardo, 1994) es un elemento obligatorio)

Aunque este hecho es un progreso, la pregunta ahora es si por su naturaleza, la derivada #* de una funcién
diferenciable en [#, #] debe ser Riemann Integrable en [#, #]. Esta pregunta fue respondida por Vito Volterra
(1860-1940) quien presentd un ejemplo de una funcién diferenciable # en [#, #] con derivada # " acotada en
[#,#] pero que no era Riemann Integrable en [#, #] ; por lo que la ecuacion [ # ' (#)## = # # #(#) — #(#), en este
caso, no tiene sentido (Dunham, 2018 ) y (Gelbaum, 2003 ). La pregunta ahora es si en la teorfa de integracion
de Lebesgue se satisface el teorema fundamental del calculo. Mds precisamente: si # es diferenciable casi en
todas partes (ctp) en [#, #] y # es Lebesgue integrable en [#, #], entonces (Error 177: El tipo de referencia
Dunham, 2018 es un elemento obligatorio) (Error 178: El tipo de referencia Gelbaum, 2003 es un elemento
obligatorio)

dondelaintegral es en el sentido de Lebesgue. En general, la respuesta es no. En efecto, la funcién de Cantor
#:(0, 1] > # es creciente y continua en [#, #], diferenciable ctp en [0, 1] con #'(#) = 0 para todo punto # que
no pertenece al conjunto de Cantor. Sin embargo, #(0) = 0, #(1) = 1y, por lo tanto,

donde la integral es en el sentido de Lebesgue (Heil, 2010) , (Natanson, 2016 ) y (Krantz, 2018 ). (Error
179: El tipo de referencia Heil, 2010) es un elemento obligatorio) (Error 180: El tipo de referencia Natanson,
2016 es un elemento obligatorio) (Error 181: El tipo de referencia Krantz, 2018 es un elemento obligatorio)

El objetivo de este trabajo es caracterizar las funciones que satisfacen el teorema fundamental del célculo
en la teoria de integracién de Lebesgue. Para tal efecto se presentaran las propiedades mas importantes de
las funciones de variacién acotada y las funciones absolutamente continuas; asi como algunos resultados
sobresalientes de la teoria de integracion de Lebesgue. Este tema es fundamental en la teoria del anélisis real
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y ha sido objeto de muchos estudios por lo que la mayoria de los resultados no son nuevos, lo que es nuevo
es el enfoque.

CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA DE INTEGRACION DE LEBESGUE

Cada vez que se use la palabra medida en este trabajo se supondra que es la medida de Lebesgue en #. Como es
habitual en el anélisis real, se usara ## para indicar la medida exterior de Lebesgue y # para indicar la medida
de Lebesgue en #. Si A es un subconjunto medible de # entonces ##(#) = #(#).

Definicién 1: Mar # un subconjunto de #. # es un conjunto nulo o de medida cero si # * (#) = 0. En este
caso # es un conjunto medible y #(#) = 0.

Una propiedad que es satisfecha para todos los puntos de un conjunto # # #, excepto posiblemente paralos
puntos que pertenecen a un subconjunto # # # tal que #(#) = 0, se dice que es satisfecha casi en todas partes
de #. Se abreviard “casi en todas partes” por “ctp”.

Es conveniente usar un lenguaje relativamente informal para referirse a conjuntos de medida cero. Si #(#)
es una propiedad aplicable a los elementos de un conjunto A, se dird que

para indicar que {# € #: #(#) ## #####} tiene medida cero. Por ejemplo, si #, #: # # # > # son funciones,
se dice que # = # ctpen Asi #({# € #: #(#) = #(#)}) = 0.

Por otro lado, si {## }#=1 oo es una sucesién de funciones con dominio comtn # y #: # > # una funcién,
entonces la sucesion {## }#=1 oo converge (puntualmente) ctp en # si {## }#=1 oo converge a # en # — #
donde #(#) =0

En el siguiente teorema se presentan algunas caracterizaciones de los conjuntos medibles que permiten
utilizar la medida de Lebesgue desde diferentes dngulos (Orchinnikov, 2013).

Teorema 1: Sea # un subconjunto de #. Los siguientes enunciados son equivalentes.

i) # es medible

ii) Para cada # > 0 existe un conjunto abierto # en # tal que # # # y

#H(# —#) < #.
iii) Para cada # > 0 existe un conjunto cerrado # en # tal que # # # y
#H(# —#) < #.

iv) Existe un conjunto G# G tal que # # Gy ##(G — #) = 0.

v) Existe un conjunto F# F tal que F # # y ##(# — F) = 0.

Dado un subconjunto medible # de # de medida finita, si #: # > # es una funcién acotada y medible,
entonces # es Lebesgue integrable en #;

es decir, [# # < 0. De hecho, si # es un conjunto medible de medida

finitay #: # > # es acotada entonces # es Lebesgue integrable en # si y solo si # es medible en #.

Si# = [#, #] se usaran las notaciones

para indicar
la integral de Lebesgue [[#,#] #. Para indicar la integral de Riemann se
usard la notacién

El siguiente teorema muestra que la integral de Lebesgue es una extension de la integral de Riemann
(Krantz, 2018), (Tao, 2011).
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Teorema 2: Sea #: [#, #] > # una funcién acotada en [#, #]. Si # es Riemann integrable en [#, #] entonces
fes Lebesgue integrable en [#, #] y

De ahora en adelante la palabra integral significa la integral de Lebesgue, a menos que explicitamente se
indique lo contrario.

En los siguientes teoremas de convergencia se supondra que # es un subconjunto medible de # con medida
finita (Krantz, 2018), (Natanson, 2016), (Tao, 2011).
Teorema 3 (convergencia acotada): Mar

una sucesioén de funciones definidas y medibles en # y #: # > # una funcién. Suponga que existe un # > 0
tal que |## (#)| < # paratodo # € #,# € #.Si

converge af en A, entonces f es integrable en A'y

Teorema 4: Mar #: # > # una funcién medible. entonces

Teorema 5 (Lema de Fatou): Mar

una sucesion de funciones no negativas y medibles definidas en # y #: # > # una funcién

converge a # ctp en # entonces

Teorema 6 (Convergencia Mondtona): Mar

una sucesion creciente de funciones no negativas y medibles definidas en # y #: # > # una funcién. Si

converge a # ctp en # entonces

Teorema 7 (Convergencia Dominada): Mar

una sucesion de funciones medibles en # y #: # > # una funcién. Suponga que existe una funcién integrable
#:# > # tal que
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paratodo # € #,# € #.Si

converge a # ctp en #, entonces # en integrable en #y

Teorema 8: Mar #: # > # una funcién medible. # es integrable en # si y solo si, para todo # > 0 existe un
# > 0 tal que si # es un subconjunto

medible de # con #(#) < # entonces [# |#| < #.

Definicién 2: Sea # una familia de funciones medibles en #. # es uniformemente integrable o equi-
integrable en # si para todo # > 0 existe un # > 0 tal que paratoda # € #,

Si # es un subconjunto medible de # con #(#) < # entonces [# |#| < #.

Teorema 9 (Convergencia de Vitali): Mar

una sucesion de funciones uniformemente integrables en # y #: # > # una funcién. Si

converge a # ctp en [#, #], entonces # en integrable en # y

Teorema 10: Sea #:[#, #] > # una funcién integrable. Entonces #(#) = 0 ctp en [#, #] si y solo si

paratodo [#1, #2 | # [#, #].

Finalmente, en el siguiente teorema se caracterizan las funciones integrables de Riemann.

Teorema 11: Mar #: [#, #] > # una funcién acotada. Entonces # es Riemann integrable en [#, #] si y solo
si # en continua ctp en [#, #].

FUNCIONES DE VARIACION ACOTADA Y ABSOLUTAMENTE CONTINUAS

Una funcién #: [#, #] > # es mondtonasi ella es creciente o decreciente en [#, #]. Ademds, si # es monotona
entonces el conjunto

es a lo sumo enumerable vy, las discontinuidades de # son de saltos (Folland, 2007). También se tiene el
siguiente resultado debido a Lebesgue.

Teorema 12 (Lebesgue): Sea #: [#, #] > # una funcién monétona. Entonces # es diferenciable ctp en [#, #].

Del teorema 12 se deduce que ladiferencia de dos funciones crecientes en un intervalo [#,#] es diferenciable
c.t.p en [#,#]. En lo que sigue se caracteriza la clase de funciones que se pueden expresar como la diferencia
de dos funciones crecientes en el intervalo no degenerado [#,#] o sea que #<#.

Sea #:[#,#]># una funcidn y considere la particion #={#0,#1,#,##}, donde #=#0<#1< #<##+1=#. La
norma de # se denota por || # || y se define por
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IPIl = sup{x;y1 — xi:i = 0,1,-,n}.

La familia de todas las particiones de [#,#] se denota por #([#,#]). La expresién
n
Ve = ) 1fGrien) = G0
i=0

se llama la variacion de # con respecto a la particion #.
Definicién 3: Sea #:[#,#]-># una funcién. La variacién total de f en [#,#] es

V& (f) = sup{Vp: P € P(la, b])}.

# es de variacion acotada en [#,#] si ###(#) <co. El conjunto de las funciones de variacién acotada en [#,#]
se denota #[#,#].

Ejemplo 1

i) Sea #:[#,#]># una funcién mondtona en [#,#]

o Si # es creciente en [#,#] entonces ##(#)=#(#)—#(#) paratodatt €# ([#, #]) . Por lo tanto, ###(#)=#(#)—#(#) <co.
o Si # es decreciente en [#,#], entonces ##(#)=#(#)—#(#) paratodat € # ([#, #]) . Porlo tanto, ###(#)=#(#)—#(#) <co.

Asi fes de variacién acotada en [#,#] y ###(#)=|#(#)—#(#)|.

ii) Si #:[#,#]># es una funcién lipschitziana en [#,#] con constante de Lipschitz #, entonces # es de
variacion acotada en [#,#] y ###(#)<#(#—#).

iii Si #:[#,#]~># es diferenciable en [#,#] y#  esacotadaen [#,#], entonces # es de variacién acotada en [#,#].
En particular, si # es continuamente diferenciable en [#,#], entonces # es de variacién acotada en [#,#].

Propiedades: Sean #,#:[#,#]># funciones.

1.Seate #([#, #]). Si# esunrefinamientode# (oscaque#” E# ([#, #]) #### '), entonces ##(#)<##
‘(#).

2.S5i#e (#,#), entonces HEH[#, #] siysolosi tE#[#, #] # #E#[#, #]. Ademas, si tEH#[#, #]

entonces
Vab(f} P Vac{f]' i I’::b{f}
3.5ite# (4, #] y [##]#[##] entonces H E#[#, #] ¥
VA(f) = V() =VA(f) = 0.

4.Si#t, HEH[#, #] # #E H entonces |#|##.# 11, #HEH#[#, #].

€ Vl]a, b].

; . 1
Ademas, si1 = es acotada en [a,b] entonces =
g g
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Sea #:[#,#]># una funcién de variacién acotada en [#,#]. Entonces, por la propiedad 2, se puede definir
la funcién #:[#,#]># por

—_ e et

CR Rt

Por la propiedad (3) se tiene que # es creciente en [#,#]. # es llamada la funcién de variacion total de #
en [#,#].

Suponga que #<#<#<#y tome la particidn #={##} de [#,#].

Entonces

f(e) = f(d) £ 1f(d) — f(©)l = Va() VA = VL) - VI
de donde

&)+ VE() < f(d) + VA
fle)+V(c) = f(d)+V(d)
(f +V)(c) = (f +V)(d)

Lo que implica que #+# es creciente en [#,#]. Asi se puede enunciar el siguiente teorema.
Teorema 13 (Jordan): Sea #:[#,#]># una funcién. Entonces # E#[#, #] si y solo si f se puede expresar
como la diferencia de dos funciones crecientes en [#,#]. En este caso se tiene que

f(x) = (f + V)(x) — V(x),para todo x € |a, b]

Lo que es conocido como la descomposicion de Jordan de #.

Demostracion.

Suponga que # € #[#, #]. Entonces, por lo probado anteriormente, las funciones # # #+# son crecientes
en [#,#] y #=(#+#)—#. Reciprocamente, suponga que #=#+# en [#,#], donde # # # son funciones crecientes
en [#,#]. Luego, por el Ejemplo 1 se tiene que #, # € #[#, #]. Por las propiedades de las funciones de
variacién acotada, se tiene que #=#—###[#,#].

Teorema 14: Sea #:[#,#]># una funcidén creciente. Entonces # es integrable en [#,#] y

i
f F < ) - f(a)

Demostracion.

Como # es mondtona en [#,#] se tiene que # es medible en [#,#]. Por el teorema 12 # es diferenciable
c.t.p en [##]. Extienda # que tome el valor #(#) en el intervalo (#,#+1]. Para cada # € # defina las funciones
## ##:[#,#]># por
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1 n
= TI [ (funcién valor promedio de f)
E x

Luego. {f,,}i—; es una sucesion de funciones medibles no negativas que
converge a f~ c.t.p en [a, b]. Por el Teorema 5

ff «::h&gfj 2

: 1
Por otro lado. como f es ereciente en [a, b] y constante en [b b +;]

haciendo cambio de wariables, para cada n €N se tiene que

D rw
fn_f (x+nl) flx
mn

I
f . ——jfu)

1 1

:T a+_f——f f
1 D+E 1 a

=7 I3 f

1 (ot
=ﬂm—Tf f

-l

T
n

:TH

[
= f(b) — f(a)

Por consiguiente

b
j f = llmmff f= limsupf fo < f(b) — f(a)

=00

Observacién: Note que de la demostracion del Teorema 14, se deduce que si #<#<#<#, entonces

d
J‘ fa = gn(d) — gn(c)
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Teorema 15: Sea #:[#,#]># una funcién de variacién acotada. Entonces # es diferenciable c.t.p en [#,#] y
#' es integrable en [#,#].

Demostracion.

Como # € #[#, #] porel Teorema 13, existen dos funciones crecientes #,#:[#,#]-># tal que #=#—#. Como,
por el Teorema 12, # # # son

diferenciables c.t.p en [#,#], se tiene que #=#—# es diferenciable c.t.p en [#,#] y #'=#'—#" c.t.p en [##].
Finalmente, como por el Teorema 14, # '# #'son integrables en [#,#], se tiene que # es integrable en [#,#].

Definicion 4: Sea #:[#,#]># una funcién. # es absolutamente continua en [#,#] si para cada #>0 existe un
#>0 tal que para toda coleccién finita y disjunta {(##,##)}#=1 de intervalos abiertos en (#,#) tal que

Si Yk=1(by — ay) <&, se tiene que Xi_4|f(by) — flap)| <e.

Propiedades: Sea #,#:[#,#]># funciones.
1. Se # es absolutamente continua en [#,#] entonces f es uniformemente continua en [#,#] (solo se debe
tomar #=1 en la Definicién 4). La reciproca no es cierta. La funcién #:[0,1]># definida por

0 si x=10

f(x}:{xsen(%) si 0=<x=1

es uniformemente continua en [0,1] pero no es absolutamente continua en [0,1].

2. Si# es lipschitziana en [#,#] entonces # es absolutamente continua en [0,1].

3. Si # es diferenciable en [#,#] y |#'(#)|<# paratodo # € [#, #] entonces # es lipschitziana en [#,#] y, por
ende, absolutamente continua en [#,#].

4. Si # # # son absolutamente continuas en [#,#] y # E# entonces |#|###+# # ## son absolutamente
continuas en [##]. Ademds, si existe un #>0 tal que |#(#)|2# para todo #€E [#, #], entonces 1# es
absolutamente continua en [#,#].

Teorema 16: Sea #:[#,#]># una funcién absolutamente continua en [#,#]. Entonces # es de variacién
acotada en [#,#]. Mds aun, # es la diferencia de dos funciones crecientes y absolutamente continuas en [#,#].
Demostracién.

Sea £ = 1. Como [ es absolutamente continua en |a, b]. existe un § >
0 tal que para toda coleccion finita y disjunta {(a,,, b, )};—, de intervalos
abiertos en (a,b) con Fr=ilby — a;) <
& se tiene que Y3, |f(by) — f(ay)| < 1.

Sea P = {xg = @, X1, X5,--*, Xy = b } una particion fija de [a, b] tal que
lB|l < 6. Sea Qp = Xj—1 < @1 < @z < +++ < @y, = Xjuna particion
5 k
del intervalo |x;_,,x;|. Entonces Ej‘:l(ﬂ’; — @) =X — X < 8.
- n £ TR i by X

Por lo tanto, Ek=1|f(ﬁ}) f(aj_1)| < 1. Esto ?ﬂlpflLd que I{in—l.(f}_ =
1 para todo i = 1, 2,---,N. Luego, por las propiedades de la variacion
total de una funcion, se tiene que

VR = VD + VRO + -+ VN (€N

Como # es fijo, se tiene que # es de variacion acotada en [#,#].
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n . E
> Ve kD<o
k=1

Tomando supremo cuando #=1,2,## y it € # ([##, ##]) se tiene que

Y 1)~ flal sz <e
k=1

Como lf;i"‘('f) = Vad"‘(f) — V.%(f) se tiene que si ¥ p_,(di — ;) < 6
entonces

n

D W) - V@l = ) ) - Vx| = v <
k=1 k=1

k=1

lo que implica que la funcidn variacién total # de # es absolutamente continua en [#,#].
En el siguiente teorema se caracterizan las funciones absolutamente continuas.
Teorema 17: Sea #:[#,#]># una funcidn continuay sea #= {##: # € #} la familia de funciones definidas por

(Ver demostracién del Teorema 14). Entonces, # es absolutamente continua en [#,#] si y solo si # es
uniformemente integrable en [#,#].

Demostracion.

De la observacién del Teorema 14 se tiene que si #<#<#<#.

Entonces

d
J fo = gn(d) — gn(c)

donde ## es la funcién valor promedio de # definida por

n0=1/ ",

!
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Suponga que la familia F es absolutamente integrable en [a, b]. Sea g >
0. Entonces existe un § > 0 tal que 51 A es un conjunto medible con

uld) < é entonceaf Il <2 paza todo n € N. Sea {(ay, bx)}i=, una
colececidn finita v disjunta de intervalos abiertos en (a, b) tal que
Yrei(by — ap) < §. Para todo n€ENyk =1,2,---,m se tiene que

by
9n (0 — gu@) = [ 1y

o
Por lo tanto.

|gn(bk) gn{akH = \ IJF{l)ﬁ‘ll - |fn|
k=

i

donde A=Ug(a..b,) yu(A) <& . Por lo tanto

S £
Z |9.(br) — gn(a;)] < S para todon € N

Pero como f en continua en [a, b] se tiene que

X+

1 n
lim g,(x) = lim TJ f=flx)
—C0 n—es 1

n

de donde

Zlnm —flal <=
k=1

Por consiguiente, # es absolutamente continua en [#,#].

Suponga ahora que # es absolutamente continua en [#,#]. Luego, por el Teorema 16, # es la diferencia
de dos funciones crecientes y absolutamente continuas. De esta forma, se puede suponer, sin pérdida de
generalidad, que # es creciente. Por lo tanto, las funciones ## son no negativas. Se debe probar que para todo
#>0 existe un #>0 tal que para todo conjunto medible # de [#,#] con #(#)<# se tiene que

f h <& paratodon €
A

Sea # un conjunto medible de [#,#]. Luego, por el Teorema 1, existe un conjunto G# G tal que ##G # #(G
—#)=0. Pero todo conjunto G# es la interseccién de una sucesién decreciente de conjuntos abiertos. Ademas,
todo conjunto abierto es la unién disjunta de una coleccién enumerable de intervalos abiertos y, por lo tanto,
todo conjunto abierto es la unién de una sucesion creciente de conjuntos abiertos, siendo cada uno la unién
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de una coleccién disjuntayy finita de intervalos abiertos. Luego, por la continuidad de la integral, es suficiente
determinar un #>0 tal que para toda coleccién finita y disjunta

{(ar, ) Yi=1
de intervalos abiertos en (#,#)se tiene que
<t
paratodo #E€#, donde
A= Upoy(aby) v p(4) <6:
lo cual se deja al lector.

EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO PARA LA INTEGRAL DE LEBESGUE

Sea #:[#,#]># una funcidn continua. De la seccidn anterior se tiene que

b
f fu = gn(b) — g,(a), paratodon €N
i
donde

Flxt )1

fn(l') =

— | =
|r—1\__l_,

—
—_

—

=

Por lo tanto, como f es continua en [#,#], se tiene que

lim [’ fo = lim (gn(b) - 9a(@)) = £(b) ~ f(@).

Teorema 18: Sea #:[#,#]+# una funcidn absolutamente continua en [#,#]. Entonces # es diferenciable c.t.p
en [#,#],#  esintegrable en [#,#] y

b
f f = Fb) - f(a)

a

Demostraciéon.Como f es absolutamente continua en [#,#], por los Teoremas 15y 16 # es diferenciable
ctpen [##]y#  esintegrable en [#,#]. Por lo tanto, la sucesion
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i

converge c.t.pa#’ en [##]. Por el Teorema 17, la familia #= {###: # € #} es uniformemente integrable en
[#,#]. Luego, por el Teorema 9,

b
(f’= im ( ¥
¥ n—co

pCI‘O

hmfﬂ () - f(a)

a

por lo tanto,
[2f =) — f(a).

Definicién 5: Sea #:[#,#]+# una funcién continua. # es una integral indefinida (de Lebesgue) si existe una
funcién integrable #:[#,#]># tal que

FO=f@+| g

En este caso se dice que # es la integral indefinida de # en [#,#].

En el siguiente teorema se caracterizan las funciones que son integrales indefinidas.

Teorema 19: Sea #:[#,#]-# una funcién. Entonces, # es absolutamente continua en [#,#] si y solo si # es
una integral indefinida.

Demostracion.

Suponga que # es absolutamente continua en [#,#]. Luego, # es absolutamente continua en [#,#] para todo
#e (4, #]. Porel Teorema 18 fes diferenciable c.t.p en [#,#] y

[=re0-r@
O s€a que

F=f@+ [ 1

Por lo tanto, # es la integral indefinida de # " en [#,#].
Reciprocamente, suponga que # es una integral indefinida de # en [#,#].
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Sea #>0. Como |#]| es integrable en [#,#], por el Teorema 8 existe un #>0 tal que si A es un subconjunto
medible de [#,#] con #(#)<#, entonces [|#|#<#. Sea

{(ar, bi) =1

una coleccién finita y disjunta de intervalos abiertos de (#,#) tal que
Yi=1(be — az) < 6.
Entonces
A = Uk=1(ag. by)

es un subconjunto medible de [#,#] con #(#) <#.
Luego por las propiedades de monotonia y aditividad de la integral se tiene qué

(f(’a) +f bkg) = (:f(aﬁ) +f )
: fb"'g

Zn:|ff.bk] — flap)l = i
k=1

k=1

k=1'" 0k
by
= gl
k=1 9k
= | lgl
A

Esto implica que f es absolutamente continua en [#,#].

Teorema 20: Sea #:[#,#]># una funcién mondtona. Entonces, # es absolutamente continua en [#,#] siy
solo si [# ##=#(#)—#(#).

Demostracion

Suponga que # es absolutamente continua en [#,#], entonces por el Teorema 18, # es diferenciable c.t.p
[#,#], # es integrable en [#,#] y

°F = f®) - f(@).

independientemente de la hipdtesis de monotonia.
Suponga ahora que # es creciente (en caso contrario tome —# en lugar de #) y que

°F = f) - f(a).

Seate [#, #]. Porlaaditividad sobre el dominio de integracién, se tiene que
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] X ]
o= [ r-G®-r@)=|[ - -r@)+|[ r-ve-rw)

Por el Teorema 14 se tiene quc

B e Tt

X h
[r-t@-r@)soy [r-(F®-r@)s0
Por lo tanto,

X 1]
[r-¢@-r@)=0y [r-(o)-rm)=o

f@=f@+ [ r

y # es la integral indefinida de #’. Luego por el Teorema 19 # es absolutamente continua en [#,#].
Teorema 21: Sea #:[#,#]># una funcién integrable. Entonces

a -

d ((:f) ¥ f("t) t;-t.p en [a, b].

dx

Demostracion.
Sea #:[#,#]~# la funcién definida por

f@=f@+ [ r

Como # es una integral indefinida por los Teoremas 18 y 19, # diferenciable c.t.p en [#,#] y # es integrable
en [#,#]. Esto implica que #'—# es integrable en [#,#].

Sea [#,,#,])#[#,#]. Por el Teorema 18 y las propiedades de linealidad y aditividad sobre el dominio de
integracién, se tiene que

_E?r—f)=£%F—Lff

— FG) —FG) — [ f

_ (f—ff—ff

=0
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Luego, por el Teorema 10, (#'—#)(#)=0 c.t.p en [#,#]; es decir,

P a -

d ([xf) = f(x) c.t.pen[a,b].

dx

CONCLUSIONES

1. Sea #:[#,#]># una funcién. Si#t €E #[#, #], entonces, por el Teorema 13, #(#)=#(#)—#(#) donde # y # son
funciones crecientes en [#,#]. Luego, por el Teorema 12, # y # son diferenciables c.t.p en [#,#]. Esto implica
que f es diferenciable c.t.p en [#,#] y#'(#)=#'(#)—#'(#) c.tp en [##]. Ademds, por el Teorema 15, #’ es
integrable en [#,#].

2. Sea #:[#,#]># una funcidn. Por el Teorema 19, # es absolutamente continua en [#,#] si y solo si # es una
integral indefinida. En este caso, f es diferenciable c.t.p en [#,#], #” es integrable en [#,#] y

rl

Lf = F®) - f(a).

Ademis, si#'(#)=0 c.t.p en [#,#] entonces # es constante en [#,#].
3. Sea #:[#,#]># una funcién de variacién acotada. Como # es diferenciable c.t.p en [#,#] y # es integrable
en [#,#], se pueden definir las funciones #,#:[#,#]># por

9= [ £y h0)=f()—g()

a

Por el Teorema 19 # es absolutamente continua en [#,#] y, por el Teorema 16 # es de variacién acotada en
[#,#]. Ademds, por el Teorema 21, #'(#)=0 c.t.p en [#,#]. Asi #=#+#, donde # es absolutamente continua
y # es singular (o sea, de variacién acotada y con derivada nula c.t.p en [#,#]). Esta descomposiciéon de una
funcién de variacién acotada es llamada una descomposicion de Lebesgue de #
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