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INTRODUCCION

Hay muy pocos datos referentes a la historia del conjunto y la funcién de Cantor. En lo particular, Cantor
no fue el primero en descubrir el conjunto de Cantor. Més ain, a pesar de que el descubrimiento original del
conjunto de Cantor tenfa un enfoque geométrico, el descubrimiento de Cantor del conjunto y la funcién de
Cantor no estaba motivado por la geometria, ni involucraba la geometria, aunque es asi como estos elementos
son frecuentemente introducidos. De hecho, Cantor posiblemente dio con ellos mediante un razonamiento
puramente aritmético.

Durante los afios 1879-1884 Cantor escribié una serie de articulos titulados "Uber unendliche lineare
Punktmannichfaltigkeiten" que contenian el primer estudio sistematico de la topologia del conjunto de
puntos de la recta real. Después de introducir el término perfecto en el quinto articulo, Cantor establecié
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que los conjuntos perfectos no necesariamente son densos en todas partes. En la nota de pie de pagina de este
documento Cantor introduce el conjunto que ha llegado a conocerse como el conjunto temario de Cantor.
El conjunto de nimeros reales de la forma

¢y Cy
X ==+ttt
3 3"

donde ## es 0 6 2.

Durante el tiempo en que Cantor estuvo trabajando en los apuntes de "Punktmannichfaltigkeiten”, otros
trabajaban en la extension del teorema fundamental del calculo para funciones discontinuas. Cantor cita este
aspecto en una carta fechada en noviembre de 1883, en la cual él define el conjunto de Cantor tal como lo
definié en el documento mencionado anteriormente. No obstante, en la carta ¢l pasa a definir la funcién de
Cantor, la primera aparicion conocida de esta funcién. Esta funcién es primero definida en el complemento
del conjunto de Cantor como la funcién cuyos valores son

1 ¢y Cy-1 | Cy
TR =8

1. DESARROLLO DECIMAL TERNARIO

Un ndmero en el intervalo [0,1] se escribe en base 3 de la siguiente manera:

o
F = .Hl,ﬂz,-",ﬂm"-
n=1

donde cada ##=0,162.
Por ¢jemplo

%: 0,01000 ---

2 =0,2000 -

3
2=242=0,21000--
g 3 9

Mostremos que todo niimero del intervalo [0,1[ posee una expansion ternaria. En efecto, sean # € [0,1[y
#=10,1,2}. Dividamos [0,1[ en tres intervalos disjuntos de longitud

-

1
3
lio = [ﬂ%[, ha= E'i_[" hz= E'][
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es decir:

I”{_[EJll conk € A

Entonces existe un tnico #, € # tal que # € #141, por consiguiente

ky ky+1
?51’{

Dividamos #3,#; en tres intervalos disjuntos, de longitud

I —k]kl.l.i[- I j|:|_+].kj 2[ | _|:k1+2 jt|_+1|:
S R R T T 2703 T3 3

es decir,

k ke
32' 3

Ik_—-l— + = —|——[ conk € 4

Luego, existe un tnico #, € # tal que # € #,4 , por lo tanto

b ko ki ko 1
— — I — — —
3 32773 '32" 32

Repitiendo este proceso n veces encontramos n numeros #, #,, # , ## €
# tales que:

—+ 2+ +_{x{ + =+ - + +—

Observemos ahora que, evidentemente, la sucesion
n
S %
n = 3 }
=1
es mondtona, creciente y acotada superiormente por x, luego

lim S,

o0

existe y, ademds
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lim 5, < x

=0

no obstante
ky kg by 1 _ 1 1
0<x—5, < (2424wt 242) -5, = (S, +5)-S, ==

por lo tanto,

lim(x—S5,)=0

=00

Yy, €en consecuencia

T—soe

x = lim 5§, = z 3—1 con k; € A, para todo niimero natural |
=1

Se ha probado asi que cada # & [0,1] admite un desarrollo decimal ternario:

2. EL CONJUNTO DE CANTOR

El conjunto de Cantor y las funciones definidas sobre ¢l son muy utiles, particularmente para la construccion
de contraejemplos. El conjunto termario de Cantor o simplemente el conjunto de Cantor fue exhibido por
G. Cantor (1845-1918) como una ilustracién de ciertas cosas curiosas que pueden ocurrir con conjuntos de
puntos sobre la recta real. Algunas de las propiedades de este conjunto desafian la intuicién geométrica.
Se presenta a continuacion la construccion y propiedades del conjunto de Cantor. Sea # = [0,1], entonces:
1) Se retira de # el intervalo abierto

=g

, correspondiente al segundo tercio. Quedaran dos intervalos cerrados disjuntos
1 2
Ji1 = [ﬂ-;] vy hz= [;- 1]

Pongamos
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=1

1 |2 : 121 )
Plz[n.g]u[g,l]:uh,k y ==

k=1

es claro que #; es cerrado y # es abierto.
2) De cada uno de los dos (2! = 2) intervalos #,; # #;, se retira el intervalo abierto correspondiente al

segundo tercio. Quedaran cuatro (2* = 4) intervalos cerrados disjuntos al retirarse los intervalos abiertos

11 2 17 8
e R

Pongamos

7i-1

22
P2=Ufuc ¥ lfz=LJIz,'.:LJ""L
k=1 E=1

Es evidente que #, es cerrado #; es abierto.
3) En la n-ésima operacién, en cada uno de los 2#—1 intervalos cerrados de la operacién anterior

fra—i.i: era—i.zn_l
se retira el intervalo abierto correspondiente al segundo tercio:

Iny, Iy on-1 (2" intervalos)

Subsisten 2*7!. 2 = 2% intervalos cerrados

fra.ii e Jn,z”
Pongamos
EH ZI'I-l
b=l v = e Y1
k=1 k=1

Griéficamente el proceso de construccién del conjunto C queda descrito como muestra la Figura 1.
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FIGURA 1.
Descripcion de la construccion del conjunto C.

Es claro que C contiene los puntos extremos de los intervalos ##,# que componen ##

DJ 1.| 1] ¥ 1] ¥ ¥ e
3'3°32°32°3¢2

Sin embargo, C contiene muchisimos mas puntos que los indicados, como veremos en lo que sigue. En
efecto, probaremos que

— a
C= {I el01]:x= ZS_: = 0, @y, az, az, -, con a, € {0,2) para todon = 1

n=1

Examinemos el complemento de ##: Sea # = 0, #1, #2, #3, # (escrito en base 3) un elemento de [0,1].
Entonces,

ElL, & 1¢: {2
X 1.1 3 X 3

< 0,022 <0,ay,a;3a5,--<0,122 -
& a =1

En general,

Zﬂ']
XE UIM & g#+la; #L,--a,,#1 vy q,=1
k=1

Por otro lado, si x es un punto extremo de algiin ##,# y por lo tanto un elemento de C, entonces x se escribe
en la forma

a
¥ =% para algina € {0,1,~+,3" =1}

por lo tanto,
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e L ﬂ'n|+'5f_n
3 32 -1 3:-1'

cona, €1{0,2}
ya que ningl'm ## #=01,#,#—-1 puede ser igual a 1 pues, en ese caso x perteneceria a algl'm ##,#yen
consecuencia # # #. Por lo tanto,
ﬂ; Xy, dy, -, Iln_]ﬂ[]ﬂ

x =0,aq, a3, ,a,000=
0, a;, &z, a,_; 200

De todo lo anterior resulta que para todo # € [0,1], # = 0, #,, #,, #3, #
x€V, © existej,j <ntalqueg =1
por lo tanto
xePl & aq#+la #1,-~,a, #1

en consecuencia

YEC & a,#1 paratodon=>1

Asi pues,
Importar imagen En particular resulta que

j',: 0,020202 ---

es un elemento del conjunto
de Cantor y que no es un punto extremo de algin ##,# (pues no es de la

[
forma 3—n].

C= [x Ef01]:x= Z % =0,ay,d;, a3, ,cona, € {02} paratodon =1

n=1

En particular resulta que

1

|

= 0,020202 ---

es un elemento del conjunto de Cantor y que no es un punto extremo de algin ##,# (pues no es de la forma

3n

También pertenecen a C los siguientes nimeros
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= 0,002002 -

1 _i 2
x_ﬁ_ 3

n=1

1 v 2
r= ﬁ = Z 3%—_'_] = 0,00020002 «-
=1

1 2 9
T _ﬁ+§_ﬁ_ 0,20020002 -

y muchisimos nimeros mds (Wheeden, 1977).

Se estd ahora en condiciones de examinar otras propiedades del conjunto C.
Teorema 2.1: C es un subconjunto compacto de #.

Demostracion: Por construccion

C ﬂnln

luego C es cerrado por ser interseccién de cerrados; pero C también es acotado pues es un subconjunto de
[0,1] y en consecuencia, C es un conjunto compacto

Teorema 2.2: El interior de C es vacio

Demostracién: Supongamos lo contrario, es decir, que el interior de C no es vacio. Luego existe

xECyE}Utalquct'z]x—g,x-l—g[f:(?.

Por lo tanto,

# # ## para todo
n=1
Por la propiedad arquimedeana, existe
B 1

ny € N tal que ¢ = |1'| Tt

Luego para todo # > #0 se tiene que
R
]x—; x—l——[cf con |I,] .‘.‘:—
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Asi pues, se concluye que el interior de C es vacio.
Teorema 2.3: El conjunto de Cantor C es no enumerable. Demostracién. Supongamos que C es

enumerable, luego # = {#,, #,, # }. Consideremos el nimero # = #;, #,, # en forma ternaria, de la siguiente
manera:

2 si el primer decimal de ¢, , escrito en forma ternaria, es 0

a -
1
0 si el primer decimal de ¢, , escrito en forma ternaria, es 2
2 si el primer decimal de ¢, , escrito en forma ternaria, es 0
az; =
0 si el primer decimal de ¢z , escrito en forma ternaria, es 2
2 zi el primer decimal de c, ,escrito en forma ternaria, es 0
iy =

0 si el primer decimal de c, ,escrito en forma ternaria, es 2

Setiene que # € # # # + ## para todo # > 1, o cual es una contradiccién. Asi pues, C es un conjunto no
enumerable.

Teorema 2.4: Todos los puntos del conjunto de Cantor C son puntos de acumulacién de C
Demostracion: Sea # € #y V una vecindad de x, entonces existe # > 0
tal que

Jx—egx+elcV.

Tome #0
> 1 de modo que

1
—_—
3o

5N Rt

y considere

i

1 1
i, = U*'r"ua" cdonde |j"u«"| =3m
k=1

Como # € # se tiene que # € #4, por lo tanto, existe un #xo tal que # € ##o,#40 . Luego,

X E ]r?'lll-"-:u

1 = xE}'nulﬁ.ME]x—E,x+E[£V

=
g P

-llrrac...'c g

Mas aun, los puntos extremos de #4,#4 que son elementos de C, también pertenecen a V vy, en
consecuencia:
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V—-—{xhnC=¢

para toda vecindad V de x, es decir, x es un punto de acumulacién de C. Por los teoremas 2.1y 2.4, se tiene

que el conjunto de Cantor es un conjunto perfecto.

3. LA FUNCION DE CANTOR.

Se define la funcién #: # > [0,1], llamada la funcién de Cantor, por la regla:

- ; - T 1
f ZF =) % dander,:iﬂ,
i=1

=1

Es decir, six es un elemento de C teniendo expansion ternaria # = 0, #1, #,, #3, # donde ## = 0 6 2, entonces

#(#) es el numero cuya expansion binaria (base 2) es 0, #;, #, #3, # donde

?'_1{1
L= ™

Caracteristicas de #.
1. # es suryectiva.
En efecto, sea

,._
Il
farf

un elemento de [0,1] con ## € {0,1} y sea

-~
Il
=

"
Il
INgE
w|e

donde #, = 2#; Entonces #; = {0,2}, por lo tanto,
T
XECY f(x}zzz—i-:y
i=1

lo cual prueba la suryectividad de #.

2.Si# = (#,#),con # < #, es uno de los intervalos abiertos extraidos en el n-ésimo paso, en la construccién

geométrica del conjunto de Cantor, entonces #(#) = #(#).
En el primer paso se extrae el intervalo

A
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En el segundo paso se extraen los intervalos

I5-31

Bl

los cuales
se pueden expresar como

1 b 2 b b 062
32+332 ?[f:an 1 =00

Los intervalos que se extraen en el tercer paso se pueden expresar en la
forma

1 b, b, 2 b b, B
]3_3+?+3—2,3—3+?+3—2 con by, by =062

En el n-ésimo paso se extraen 2#—1 intervalos los cuales se pueden escribir como

1 b b bpy 2 b b b1
3 32+'“+3n—l’3_n+5+§+ ' +3,.| 1

[mnb =062

es decir,

1
IF ZE*[MHE}_DUZ

l.-l

Mostremos que

n—1 n—1
1 b; 2 b; .
f 3_ﬂ_|_ 3 =f 3_H+ZE_* conb; =002
] =1
En efecto, si

n-—1
+ Z 37 = 0,bybz by 12000 -

i=1

entonces
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n-1
2 b; byb; by
= —|=0==--221000 -
f(gn-l_zigi) 2 2 2
I=
byb; by
=0, ————+0,00---00 100 --
22 2 n-1rveces
D Eb_z...b”'_l 1

Por otro lado, si
by
_l’l+ _I:D,blbz"’bn_lﬂzz'“

entonces

n—1
1 bi\ _bib, by
’F(3H+Z ?)_u’z 7 7 o1

i=1
bl f—"'z ﬁra—l
_ “’E?"TJ“ 0,00--00111 -
L *eces
by b, b,_ 1 1
— 0_1_2_4 n 1-|- + + e

! 2 2 y) 2+l 2t

Por lo tanto

L.UIB"

(EDLREE)

3. # es creciente sobre C; es decir, si #, # € #, con # < #, entonces #(#) < #(#). En efecto, sean # = 0, #,#, #
# =0, #,#, # dos elementos de C y supongamos que # < #. Se probc') anteriormente que, si X, y SOn €Xtremos
de los intervalos extraidos en la construccidn del conjunto de Cantor, entonces, #(#) = #(#).

Sieste no es el caso, entonces existe un entero positivo k tal que

Blm ittt B B =t A= 0 <HE =2

Por consiguiente
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N T _o ¥z
de donde
X, VM xz2 V2 Xn-1  ¥Yn-1 X Yr
— e — | — —_—=s==1
222 2 2 2. YV 3 2

Por lo tanto, #(#) < #(#). En conclusion, se tiene que # es creciente.

Anteriormente se probd que la funcién de Cantor tiene el mismo valor en los dos extremos de cada
intervalo suprimido en la construccién del conjunto de Cantor. Como muestra la Figura 2, si tomamos este
valor comun como valor constante de la funcién # en este intervalo, podemos extender la funcién de Cantor
atodo el intervalo [0,1]. De esta manera,

# sera creciente sobre [0,1].

Funeidn de Candor

FIGURA 2.
Extension de la funcién de Cantor.

El siguiente teorema, referente a las funciones crecientes, es de vital importancia para el estudio de la
funcién de Cantor (Bartle, 1999), (Rudin, 1980).

Teorema 3.1: Sea #: [#, #] > # una funcidn creciente. Si g es suryectiva sobre [#(#), #(#)] entonces es
continua en [#, #].

omo la funcién de Cantor es creciente y suryectivaen | 0,1 |, por el teorema anterior, es continuaen |0,1].

Comolaf de Cant te y suryect 0,1], porelt t t 0,1

Con la funcién de Cantor se muestra cudnto se ha avanzado en el desarrollo del concepto de funcién a
partir de la idea elemental de que una funcién continua "es aquella cuya gréfica se puede dibujar sin levantar

el lapiz del papel".
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