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Resumen: El siguiente articulo presenta en lenguaje formal-
matemdtico la aplicacién del diseno de muestreo multietdpico
con su respectivo estimador con la finalidad de construir la
nocidn de estrategia de muestreo y recomendarla en un estudio
con encuesta para investigar a[gunas caracteristicas financieras
de las empresas del pais. Siendo las micros y pequenias empresas
(MYPES) las que generan la mayor cantidad de empleos se ha
escogido esta escala de empresas para el estudio. Se adapta el
estimador insesgado lineal de las técnicas de muestreo usadas
a la estructura geogréfica del universo de donde proviene la
poblacién finita encuestada. Adicionalmente, se contrasta la
nocién de estrategia de muestreo a la luz de los desarrollos
notables de la teorfa del muestreo de encuestas y las criticas
tedricas al enfoque de inferencia basada en disefio.

Palabras clave: Muestra aleatoria, muestreo multietdpico,
estrato, conglomerado.

Abstract: The followingarticle presents in formal-mathematical
language the application of the multi-stage sampling design with
its respective estimator in order to build the notion of sampling
strategy and use it in a study with a survey to investigate some
financial

characteristics of micro and small companies (MSC) from
the country. The linear unbiased estimator of the sampling
techniques used is adapted to the geographical structure of the
universe from which the finite population surveyed comes from.
Additionally, the notion of sampling strategy is contrasted in
light of notable developments in survey sampling theory and
theoretical criticisms of the design-based inference approach.

Keywords: Random sample, multi-stage sampling, stratum,
cluster.

A continuacidn, se describe en lenguaje formal el diseio muestral multietdpico aplicado a una poblacién
finita compuesta por un conjunto de micros y pequenias empresas y utilizando de marco muestral al directorio
de estas empresas registrado en el directorio de un ente gubernamental, por ejemplo, la Autoridad de la Micro
y Pequefia Empresa (AMPYME) o el Instituto Nacional de Estadistica y Censo (INEC) de la Contraloria

General de la Republica.
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En la primera seccién de este articulo, titulada Método, se explica que el disefio muestral se elaborara
utilizando las nociones de muestreo e inferencia para poblaciones finitas. Por ello, se distinguen las diferencias
entre la légica de la inferencia para poblacién infinitas (inferencia estadistica cldsica) versus la logica de la
inferencia para poblaciones finitas.

Seguido, en la seccién de Aplicacion y Resultados, se adapté el diseno muestral a la divisién politica
y administrativa del pais que sigue a la estructura geogréfica. Dicha aplicacién se describe formalmente a
través de la notacién de sumatorias. Esta notacion facilita la presentacién matemdtica del estimador de la
proporcién y la varianza del estimador inherente al disefio. También se muestra el estimador en términos de
las probabilidades de inclusién de los elementos en la muestra.

En la seccién de Discusion se citan las razones que justifican la formulacién de un diseno muestral basado
en los desarrollos recientes de la teorfa del muestreo de encuestas.

Finalmente, en la Conclusion se destacan los principales resultados del articulo. Es decir, la nocién de
estrategia muestral y la esencia de los teoremas de la aplicacién.

Quizés para un investigador practico que utiliza el muestreo en su labor profesional y cientifica la
presentaciéon matematica del diseno muestral, el estimador y su varianza sea innecesaria, no obstante, en este
articulo la presentacion es formal por dos razones:

- Como toda ciencia formal, la estadistica utiliza el lenguaje simbdlico-matemdtico para enunciar de manera precisa los
elementos y los procesos inherentes al problema investigado reduciendo los trade-off ¢ imprecisiones del lenguaje literal
verbal. (Devlin, 2002).

- Los postulados tedricos de las técnicas de muestreo estadistico y el estado del arte de la literatura cientifica especializada
de esta linea de investigacién se presentan en notacién matematica. (Gutierrez, 2016).

MATERIALES Y METODOS

El método empleado consiste en la definicién formal de una estrategia de muestreo. La nocién de estrategia
de muestreo implica la construccién de un diseio muestral descrito sobre el conjunto de todas las muestras
posibles junto a la especificacion del estimador que se utilizard para inferir el parametro poblacional.

Generalmente, en la inferencia estadistica clasica se asume:

(#,#,#) > #> (#,

Donde:

Q: es el espacio muestral (el conjunto de todos los resultados posibles del proceso aleatorio).

£: es el conjunto de eventos P: medida de probabilidad X: es la variable aleatoria

#: es el conjunto de los nimeros reales

B#: es el boreliano de los reales sobre el cual se asocia una medida de probabilidad.

Px: Medida de probabilidad asociada por la variable aleatoria.

Es decir, el estudio del proceso aleatorio deseado se modela a partir de un espacio de probabilidades, sobre
el cual se define una variable aleatoria que asocia niimeros del conjunto de los reales a las realizaciones del
proceso aleatorio y sus correspondientes medidas de probabilidad. (Bouza-Herrera, 2008).

No obstante, para la recoleccién de los datos y la muestra observada en este caso se requiere la aplicaciéon
de una encuesta. Este imperativo préctico introduce la posibilidad de cambiar de la visién de la inferencia
estadistica cldsica en el cual se asume una poblacién hipotética infinita, lo cual permite aplicar el teorema
central del limite. Y transitar a un enfoque de inferencia de poblaciones finitas. Dicha modificacién implica
“asumir que los valores observados corresponden pardmetros fijos poblacionales”.(Gutierrez, 2016). Es decir,
la aleatoriedad deja de estar en las realizaciones de la muestra aleatoria (inferencia estadistica cldsica) y pasaa
descansar sobre la aleatorizacidn predefinida en el disefio muestral (inferencia pob. finitas). Se trasciende de
la nocidn de muestra aleatoria a la de muestra probabilistica. (Gutierrez, 2016).

La légica de la inferencia de poblaciones finitas y de muestras probabilisticas (Gutierrez, 2016) es:
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B (B 82, s B = {1, 8D, B > () > #E s a4

En palabras, a partir de una poblacién finita en la que estin etiquetados los elementos de la poblacién
objetivo a través de un marco muestral, se establece un soporte al cual se le determina un diseio de muestreo
que genera probabilidades de inclusién. De estas probabilidades de inclusiéon o pertenencia de un individuo
ala muestra podemos resultar unas funciones del mismo llamadas estimadores.

En consecuencia, los conceptos que son insumos empleados en este enfoque son:

U: es la Poblacién finita (conjunto de elementos identificados con etiquetas).

Q: es el Soporte (conjunto de todas las muestras posibles de la poblacién objetivo).

#(-): Diseno de muestreo (distribucién de probabilidad aplicada al soporte)

Ik: probabilidad de inclusién de un elemento a la muestra.

###: Estimador ajustado por un factor de expansién que asegura la representatividad de la muestra.

En base a la anterior secuencia de pasos queda establecida la estrategia de muestreo definida como el par
[#(), ##4).

La estrategia de muestreo se aplicard para el disefio de una encuesta que tiene como finalidad el estudio de
algunos procesos econdmicos y financieros de los micros y pequenas empresas (MYPES) del pais registradas
en el directorio de empresas de un ente gubernamental, por ejemplo la Autoridad de la Micro y Pequefia
Empresa (AMPYME) o el Instituto Nacional de Estadistica y Censo (INEC) de la Contraloria General de
la Republica.

RESULTADOS

Sea

= {paaas) = (#1, .. ##), || # | =N

Una poblacién finita se subdivide en provincias y comarcas dada la division politica y administrativa del
pais, las que se considerardn como estratos, por lo que

LI — [}IJ [}I
1<I<L

L
= {uy, ---ruINE};Z Ny =N
=1

En la siguiente etapa se subdivide en conglomerados segtin distritos dentro de las
provincias o comarcas. Asi que
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Uy = UTHYT.
1<j<J1

Ji
— {uUl, ...,uUt};ZNU — NI
=1

Donde:

U: es la unidad, las micros y pequenas empresas (MYPES) Subindice I: indica la provincia o comarca
Subindice j: es el distrito

Similarmente se establecen conglomerados por corregimientos teniendo que

KU

U, = U Ujie; Ujie = {uljklr "':uljkt}; ZNUR = Ny;
1=sk=sKlj =

Donde:

Subindice k: indica el corregimiento

En la tltima etapa, se toma cada drea como un conglomerado en el que haremos una evaluacién de todos
sus elementos.

Cada Mype tiene una condicién distinguida por

1 si pertenece al area Z

Vjene | |
J 0 si no

Los elementos de cada 4rea se denotan:

Uijkn = {u!jkhl! ---;uljkh.t}i h =1, oy Hij

Donde:
Subindice h: indica el 4rea
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Se desea realizar estimaciones de la proporcidn en cada provincia o comarca, distrito, corregimiento y area.
Entonces, se obtiene en un 4rea el total de Mypes con la caracteristica Y que identificaa A es

Nijkn
Ai.!jkh: E Yiijkht
t=1

Asi que el total en el corregimiento ljk es

Hjjg Hjjk Nijkn
AI)I{ — E AIURh E E Yzl}kh
h=1 t=1
En el distrito Jj
Kyj Kij Hijkn Ky Hijk Nijkn
Z Aljk - Z Z All]kh - Z Z Z Yzl}kh
k=1 h=1 k=1 h=1 t=1
En la provincia o comarcal
I Ky i Ky Hik I1 Ky Hiyjke Nijien
4 = Z Ay = ZZA.!;;C —ZZZA“!;M ZZZ Z Yiik ne
j=1k= j=1k=1h= j=1k=1h=1 t=1

Asi que en el pais el total es:

Se puede representar entonces la proporcién de Mypes con el atributo descrito por A como
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Nyj khY

ljklejkh Y Yujkne

Nyjx Nijkn

Debido a la evidente estructura lineal del pardmetro poblacional es conveniente estimar insesgadamente
(es decir, garantizando que la esperanza matemdtica del estimador sea igual al pardmetro) los
correspondientes pardmetros para obtener un estimador insesgado. (Pérez, 2000).

En este caso se hace la seleccién mediante Muestreo Simple Aleatorio Sin Reemplazo (MSASR) de las dreas.
(Cochran, 1971). Tal como se ha mencionado anteriormente, estas dreas van a constituir conglomerados
monoetdpicos (unidades de muestreo en una etapa) por los que Pljkh es evaluaday se convierte en una variable
aleatoria debido a la seleccidn aleatoria de las 4reas.

En cada corregimiento se tiene Hljkh 4reas. De las cuales se selecciona de #####

En tal caso se tiene que:

Pijk = Z Pjjkn
Donde:

##444 1 es el numero de conglomerados (4reas) de la muestra.
Pjjih: son las proporciones de los conglomerados de la muestra.
Es un estimador insesgado en el caso monoetapico de la media de las proporciones pues

Erjk
_ 1 si wji pestd en la muestra
E Dii =E|=— Piie n@ueni |, aj =
Ijk = Ljk h @l i Ljk h 0 en otro caso
bk h=1

Como la seleccion se hizo sin reemplazo esta es una variable Bernoulli,
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A partir de este razonamiento se tiene que

ﬁl}k . hijik
E(lejk) =7 Z PIJRIE(ankht) Py = > z Pyjxn

Usando este resultado se deriva que

_ Hijk whijk Nijk hl}k 7
h”kz Pijkh hl]kpl]k—= Z Pljkh Aljk

Es un estimador insesgado del total de Mypes pertenecientes a la clase A en Uljk. Asi que un estimador

lineal del total, con la condicién de insesgadez (donde la esperanza matemdtica del estimados coincida con
el pardmetro) sera:

L L -
~ . Jro
A=) i=) > A
=1 == o )
L T % LT Ryl L T ky
=22 2 A=) A=) > D Nyou
=1 j=1k=1 =1 j=1k=1 h=1 1=1j=1k=1

Donde:

L : Numero de provincias o comarcas (estratos).

#: Numero de distritos (conglomerados) seleccionados en la

muestra.

##: Numero de corregimientos (conglomerados) seleccionados en la muestra.
##: Numero de 4reas (conglomerados) seleccionados en la muestra.

Asi que

P

ll
= >

Es un estimador insesgado de la proporcién en U. Por otra parte, la estimacién de la proporcién en la
estratificacion (Pérez, 2000) puede ser efectuada usando el estimador insesgado.
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I
<
~

Donde:

, . . N
W;: es el peso de cada estrato (un término que aglutina a ~)
P;: es la proporcion de cada estrato (un término que aglutina a

Ly

ny

Note que dada la estructura lineal de los pardmetros es sencillo derivar estos resultados.

Entonces tenemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema: Sea una poblacién muestreada en 4 etapas, 1 primera etapa particionada en estratos y en las
3 etapas subsiguientes en conglomerados. Y en la tltima etapa se aplica MASSR para seleccionar #####
conglomerados. Sea el pardimetro de interés una caracteristica que puede ser expresada como una proporcion.

Un estimador insesgado de P (Pérez, 2000) es

| _j- i
p=, ‘ }=1 ) 7’?1 Arjknm
h: m=1
Donde:

L : Numero de provincias o comarcas (estratos).

#: Numero de distritos (conglomerados) seleccionados en la

muestra.

##: Numero de corregimientos (conglomerados) seleccionados en la muestra.
##: Numero de 4reas (conglomerados) seleccionados en la muestra.

##: es la cantidad de Mypes (elementos) del drea (tamano del conglomerado).
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El resto de los resultados se puede presentar en el corolario que enunciamos a continuacién.

Corolario: Bajo el mismo disefio del teorema anterior son estimadores insesgados de las proporciones en
las diversas etapas para los estratos:

Recordando que aljkh~B(nljk) se debe analizar algunos aspectos de la distribucién de probabilidad

envuelta.

1 con probabilidad mj, = %
ik
Apjkn = 3 J
g Hyjie — hyjie
0 con probabilidad 1 — 1, = 7
ljk
Asique
. by ‘Tlek
1 con probabilidad mj;, =
Ajrn” = uk
.y Hyjre — hyji
0 con probabilidad 1 — myj = T
Ljk
Note que
(e — 1
1 con probabilidad Uk( Uk )
Hyjx (Hijx — 1)
A1 jknQijkn =

hyji(hajie — 1)

0 con probabilidad 1 —
Hyjx(Hyj — 1)

Como tenemos la insesgadez del estimador en la 4 etapa el error viene dado por su varianza. Esta es:
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HUR
1
V() =V e Z Pijic n Qjic
jk h=1
1 Hijpe
== Z PyjicnV (i) + Z Pyjtc hPujic h* Cov (@i n, @i +)
lik | h=1 h=h*
= Hyjp 2 =2
_ (Hye = hyjie ) | 225 Pien” = Hye P | (1= fize) 52,
= - === j
Hyire (hujixc ) Hy —1 Rt

Entonces el error del estimador propuesto estd dado en el teorema que se enuncia a continuacion.

Teorema. Bajo el diseno analizado en el teorema anterior se tiene que la cuasivarianza de la proporcién
(Pérez, 2000) es:

LRI EYHYR(E, - XY
S = H-1

SIVIYKYH AL (X - 02 @ x
- H—1 :H—1Zh:(P"_P)2

La varianza del estimador es:

7 A T

T %) SK SR (B, — P)? SH(p, — P)?
h
Donde:
L: Numero de provincias o comarcas (estratos).
J: Numero de distritos (conglomerados) de la poblacién.
K: Numero de corregimientos (conglomerados) de la poblacién. H: Numero de 4reas (conglomerados)
de la poblacion.

##: es la cantidad de Mypes (elementos) del drea (tamano del conglomerado).
DISCUSION

El estudio sistemdtico de los estimadores y su variabilidad ha dado como fruto el surgimiento de tres enfoques
para la inferencia en el muestreo de encuestas: la inferencia basada en disefios, los modelos de prediccion e
inferencia asistida por modelos. Estos enfoques nacieron en correspondencia con dos de las tres fuentes de
aleatoriedad que estdn presentes en el muestreo de encuestas (Sarndal, Carl.,, Swesson, Bengt. and Wretman,

Jan., 1992):

- La estructura estocdstica proveniente de la seleccién muestral.
- La estructura estocdstica proveniente de la naturaleza de los datos.



ReNE BracHo. ESTIMACION ESTADISTICA BASADA EN UN DISENO MUESTRAL MULTIETAPICO (ESTUDIO
DE MYPES)

Tomando en cuenta algunas de las criticas a nivel tedrico realizadas sobre la inferencia en el primer enfoque,
a saber:

- El no condicionamiento de la inferencia a la muestra extraida. Es decir, en la inferencia basada en disefio la inferencia se
lleva a cabo sobre las probabilidades aportadas por el disefio muestral (recoleccién de datos) y no por las aportadas por la
naturaleza de los datos. La siguiente cita es ilustradora: “este enfoque ha sido criticado, sobre la base, que sus inferencias se
refieren a repetidas muestras sobre la poblacién encuestada, incluyendo todas las # € # y sus probabilidades asociadas #(#),
en lugar de sélo tomar en cuenta la particular s extraida.”(Rao, and Bellhouse, 1990).

- El cardcter no informativo de la funcién de verosimilitud de la inferencia basada en disefio que no permite realizar una
inferencia fisheriana sobre los pardmetros desconocidos. Es decir:

“El descubrimiento que en el muestreo de encuesta la funcién de verosimilitud es independiente del disefio muestral, y
por lo tanto, de acuerdo al principio de verosimilitud (PV), la inferencia debe ser independiente de las probabilidades del
disenio, dio impulso al desarrollo de la teorfa del modelo. Esta tltima para implementar la conclusion del PV, restringe la
inferencia y la estimacion exclusivamente a las probabilidades dadas por un modelo de superpoblacién.”(Godambe, 1988).

Hemos deseado en este articulo hacer uso de la nocién de estrategia muestral porque:

- Permite plantear la discusion sobre la relevancia del enfoque probabilistico del muestreo, la muestra probabilistica y la
aplicabilidad del disefio de muestreo en el marco de los desarrollos posteriores en la teorfa del muestreo de encuestas y las
criticas arriba mencionadas.

- La validez de las inferencias basadas en disenio existe, sélo que hay que tener presente que se trata de inferencias
procedentes de la forma particular del disefio muestral, es decir, que resultan de considerar todas las muestras posibles.

- La inferencia basada en disefio sirve de asiento y punto de partida para el enfoque asistido por modelo. Este tltimo
subsana las limitaciones del enfoque de disefio al vincular informacidn auxiliar con la variable de interés.

El notable desarrollo y la utilidad de los conceptos de estrategia de muestreo, diseio muestral y técnicas de
estimacion para el estudio cientifico de las poblaciones humanas ha posicionado el campo del muestreo de
encuestas como una linea de investigacion de alta vigencia tedrica y préctica en la ciencia estadistica.

Incluso, ante la emergencia de disciplinas como la ciencia de datos, las ideas fundamentales del muestreo
sirven de herramienta en procesos inherentes al big data como: la preparacion de datos, la validacién cruzada,
entre otros. Adicionalmente, en areas de aplicacién como las

preferencias electorales y el control de calidad en manufacturas el muestreo es util ante la existencia
de restricciones econémicas en: recursos humanos, tiempo, finanzas, infraestructura tecnoldgica y poder
computacional.

CONCLUSION

La estrategia de muestreo, el par [#(-), ###], constituye uno de los resultados principales de las ciencias
formales al servicio del estudio de los procesos y fendmenos del contexto humano. Es una herramienta
poderosa en la que se entrelazan diversos campos de la ciencia estadistica. Por un lado, el muestreo
como conjunto de técnicas y procedimientos inherentes a la recoleccién laboriosa y ordenada de datos e
informaci6n; la estimacién como el estudio organizado de la variabilidad de los estimadores. (Sarndal, Carl.,
Swesson, Bengt. and Wretman, Jan., 1992). Y la inferencia que es la teorfa y la practica de la estimacién de
las propiedades de una poblacién mediante el uso de una muestra, fundamentdndose en las probabilidades.

En los teoremas anteriormente presentados se formaliza la adaptacion practica de los estimadores lineales
insesgados usados en la teorfa del muestreo a un disefio de muestreo multietdpico en el cual se tiene
una primera (lera) etapa de estratificacion y las tres siguientes ctapas de conglomerado. Este disenio fue
ideado siguiendo la estructura de la divisién politica y administrativa del pais (provincias o comarcas,
distritos, corregimientos y 4reas), con la finalidad de llevar a cabo la aplicacién de una encuesta para estudiar
caracteristicas financieras de la MYPES.
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