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INTRODUCCION

Resumen: El objetivo de este articulo es resaltar lo cautivador
y trascendente que es el teorema de Pitdgoras, ademis de lo
llamativo y hermoso que resulta ir mds alld de verificar que se
cumple solo para cuadrados construidos sobre los lados de un
tridngulo rectdngulo; y que se deje de percibir como una simple
férmula que se recita de forma mecdnica y fria. Se presentan
dos famosas demostraciones de este teorema, luego se amplia
este teorema para tridngulos equildteros, hexdgonos regulares
y semicirculos hasta llegar a generalizarlo para todo poligono

regular.

Palabras clave: Teorema de Pitdgoras, poligonos regulares, 4rea,
ampliacién, demostraciones.

Abstract: The objective of this article is to highlight how
captivatingand transcendent the Pythagorean theorem is, as well
as, how striking and beautiful it is to go beyond verifying that it
is true only for squares built on the sides of a right triangle; and
that, it ceases to be perceived as a simple formula that is recited
mechanically and coldly. Two famous proofs of this theorem are
presented, then this theorem is extended to equilateral trianges,
regular hexagons, and semicircles until it is generalized to all

regular polygons.

Keywords: Pythagorean theorem, regular polygons, drea,
expansion, proofs.

Sin duda alguna, la primera aproximacion que tiene cualquier persona con la palabra teorema se da con el

teorema de Pitdgoras. Es mds, nos atreverfamos a decir que cualquier egresado de la educacién bésica general

puede recordar el nombre de este teorema, aunque en s, no recuerde la relaciéon matemadtica que este establece

entre las dreas de los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo rectdngulo.

De acuerdo con Guzmén y Ruiz, (2024) existen diferentes documentos de las antiguas civilizaciones

prehelénicas de Babilonia, Egipto, India y China donde se puede observar que el teorema de Pitdgoras fue

conocido y aplicado con bastante antelacién a la escuela Pitagérica griega. La tablilla de Plimpton 322 que

se remonta al 1900 y 1600 a.C., procedentes de Mesopotamia, muestran importantes evidencias de que los
babilonios conocian el teorema de Pitdgoras, en palabras de (Robson, 2001 citado por Guzman y Ruiz, 2014)
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se puede calificar a Plimpton 322 como una de las primeras manifestaciones de matemdticas avanzadas que
se conserva donde se obtienen resultados numéricos concretos para los lados de un tridngulo recténgulo.

Como sefiala Angulo y Moreno, (2014) en un examen arqueoldgico realizado en el pasado siglo de las
tablillas de arcilla encontradas en Mesopotamia, pertenecientes a las civilizaciones que se desarrollaron entre
los rios Tigris y Fufrates, ha revelado que los antiguos babilonios conocian aspectos del teorema, mas de mil
afios antes que el propio Pitdgoras. Sin embargo, se le atribuye a Pitagoras su descubrimiento, ya que, fue
el primero en proporcionar una demostracién légica del Teorema, lo cual hizo que el teorema pasara a la
historia con su nombre.

Una aproximacién a la biografia de Pitiagoras de Samos

Aunque describir con exactitud la vida de Pitdgoras no es una tarea ficil, se puede intentar, basaindose en
diferentes testimonios que proporcionan un retrato de este famoso personaje de la historia.

De acuerdo a Cafas-Quirds, (2008) Pitdgoras nacié en la isla de Samos alrededor del 570 a. C. fue hijo
de Mnesarco, un tallista grabador de piedras preciosas que, segtin la costumbre griega, le tuvo que haber
transmitido el oficio. Cerca del 532 huyé de la tirania de su gobernante, Policrates. Mds tarde se establecié
en Crotona, ciudad de la Magna Grecia ubicada al sur de Italia. Se dice que fue un personaje poco comun y
que consiguid gracias a su elocuencia influir sobre los gobernantes y sobre los jévenes tanto hombres como
mujeres. Asi, logré fundar una escuela con intereses religiosos y filoséficos, cuyos adeptos se hicieron llamar
Pitagoricos.

A pesar de que el Algebra tiene sus origenes en épocas mucho mds antiguas a la que vivié Pitagoras, tal
como lo evidencian algunos papiros egipcios, segiin Del Sol, (2012) la escuela pitagérica fue la encargada
de plantear y resolver distintos problemas geométricos mediante célculos algebraicos, logrando perfeccionar
considerablemente la Aritméticay el Algebra.

Demostraciones del Teorema de Pitdgoras

Antes de presentar algunas demostraciones del Teorema de Pitdgoras, es conveniente hacer el enunciado
de este, dicho con palabras de Garcia, (2010):

Teorema 1: En todo tridngulo rectangulo, el drea del cuadrado construido sobre la longitud de la
hipotenusa es igual a la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre las longitudes de los catetos.

Este teorema, que como hemos visto, ha ocupado un lugar importante en diferentes civilizaciones y que no
por el gusto permanece en el recuerdo de cualquier estudiante, ha despertado el interés a través de la historia
de muchisimos personajes destacados por realizar una demostracién del mismo. En la opinién de (Ruiz, 2016
como se citd en Guachiac, 2018) existen muchas demostraciones del Teorema de Pitdgoras quizds mds que
ningun otro teorema en Matematica. A continuacion, presentamos algunas de las demostraciones.

Demostracion de Euclides. Esta demostracion es de tipo geométrica, basada en la comparacién de dreas,
muy conocida como la figura del molinillo presentada por Barrantes et al (2021).

Procedimiento Inicial:

1. Se construye el tridngulo rectanguloasc.
Se construyen cuadrados sobre todos sus lados.
Se construye una recta perpendicular a la hipotenusa por el puntoc, la interseccién de esta recta
con el segmentozs se llamap y con 67 se llama k.
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Figura 1.

Demostracion de Euclides

Demostracion 1:

Tracemos los segmentos 5 y cF

El 4Baj = sBac + scas. El dngulo scaj es un dngulo recto, por lo que se si remplazamos tenemos:ssay = spac + 90
lo que implica que s84j - s8ac = 90°(1)

El scar = 8ac + s8ar. El dngulo s8ar es un angulo recto, por lo que se si remplazamos tenemos:scar = sac + 90
lo que implica que scar - spac = 90" (2)

Aligualar (1) y (2) tenemos: 184 - sac = car - s8ac de donde se obtiene quessay = scar(3).

Por otro lado, tenemos que: ¢a =77 y 54 = a7 (4)

Tomando en cuenta los resultados de los puntos (3) y (4) y por el criterio 1.4.1 se tiene que a B4y = Fac.

Como 4 B4j =a Fac, entonces los A aj y a rac tienen la misma drea.

Como el aFacy mpare comparten la misma base y se encuentran entre las mismas paralelas entonces:
2AAFAC = A,PAFE

Como el aBaj y mcpja comparten la misma base y se encuentran entre las mismas paralelas entonces:
2A,BAJ = AgCDJA

Como A, BAJ = A, CAF , ENTONCES 2A,BAJ = 2AACAF.

Por lo tanto,a.pare = a.coja (*)

Tracemos ahora, los segmentos 77 y te

El snBa=asnsc+scea . El dngulo snec es un dngulo recto, por lo que se si remplazamos tenemos:
4HBA = 90" + scBA lo que implica que s1Ba - £c84 = 90" (5)

El scB6 = scBa + s486. Eldngulo 5456 es un dngulo recto, por lo que se si remplazamos tenemos: scse = sca + 90
lo que implica que scs6 - scpa = 90" (6)

Aligualar (5) y (6) tenemos: si4 - scpa = scs6 - s34 de donde se obtiene que s1Ba = sc86 (7)

Por otro lado, tenemos que: 57 = 5t y 54 = 56 (8)

Tomando en cuenta los resultados de los puntos (7) y (8) y por el criterio 1.4.1 se tiene que 4 HB4 =a cBG.

Como 2 HBa =4 cBG, entonces losa HBA Y A cBG poseen la misma 4rea.

Como el acss y wpee comparten la misma base y se encuentran entre las mismas paralelas
entonces::: -

Como el anpa y wnice comparten la misma base y se encuentran entre las mismas paralelas
€NtONCES:2AAHBA = AgHICB
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Como A, HBA = A, CBG, €NTONCES 2AHBA = 2A,CBG.

Por lo tanto, a,Hics = a.pecE (**)

Luego, A.BarG=a.pare+a.pece. Si sustituimos los resultados obtenidos en (*) y (**) se tiene que:
ALBAFG = A,CDJA + A HICB

Con lo que queda demostrado el teorema de Pitagoras.

Continuando con las demostraciones del Teorema de Pitdgoras mostramos ahora una demostracion
algebraica presentada por Cruz-Avilés, (2016).

Demostracion 2:

Partimos tomando el 4rea de un cuadrado de lado 1 .

Ahora se divide el area del cuadrado { en un cuadrado de lado ¢ y en cuatro tridngulos rectédngulos de lados
ay b respectivamente.

[ b a
= b
[
a
b
a b
Figura 2.

Momentos de la demostracion presentada por Cruz-Avilés

El area del cuadrado de lado | es 4 = 2. Esta misma drea puede ser escrita del siguiente modo, #=¢=c+(2).

Simplificando esta ecuacion se obtiene 12 = ¢2 + 2a» (1)

Por otro lado, el 4rea del cuadrado de lado | también puede ser representada como: 4= 2 = (@ + 02 (2).

De los puntos 1y 2 podemos establecer que: (a +5)? = ¢+ 2ab (3)

Desarrollando el miembro izquierdo de la ecuacién 3 obtenemos:

a® +2ab + b* = c* + 2ab

a? + b% = c?

Con lo que queda demostrado el Teorema de Pitédgoras.

Hacia una ampliacién del Teorema de Pitdgoras

Después de haber demostrado el teorema de Pitdgoras a partir de este momento podemos utilizar su
resultado, es decir:a? + »? = 2.

Este enigmatico teorema como plantea Lépez et al (2018) puede ser ampliado a los casos en los que los
lados del tridngulo no son lados de cuadrados sino lados de otras figuras geométricas. Esto quiere decir
que, la propiedad pitagérica no es vilida inicamente para los cuadrados de lados iguales a los catetos y la
hipotenusa, sino para cualquier poligono construido sobre los lados del tridngulo rectangulo, siempre que los
tres poligonos, asi construidos, sean semejantes entre si.

Para extender esta ampliacion al caso de tridngulos se presenta el siguiente teorema enunciado y
demostrado por Barreto, (2009).

Teorema 2: En todo triangulo rectangulo, el area del tridngulo equildtero construido sobre la longitud de
la hipotenusa es igual a la suma de las dreas de los tridngulos equilateros construidos sobre las longitudes de
los catetos.

Demostracion:
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Sea a apc un tridngulo recténgulo de hipotenusa ¢ y catetos a,b. Sobre cada lado de este tridngulo se han
trazado sendos tridngulos equildteros con alturas a..h, y 1, respectivamente. Como se muestra en la figura 3.

Figura 3.

Ampliacion a tridngulos equildteros

Si 4, representa el drea del tridngulo construido sobre la hipotenusa y 4, y 4; las dreas de los tridngulos
construidos sobre los catetos, entonces:

Si sumamos las dreas de los tridngulos equildteros construidos sobre los catetos tendriamos que:

aor =B 110

Del teorema 1, sabemos que a2 + »2 = c2. Por lo tanto, las sumas de las dreas anteriores quedarian asi: 4 +1.- %,
cuyo resultado es el drea del triangulo equiltero construido sobre la hipotenusa del tridngulo. Que es lo que
se querfa demostrar.

Continuando con la ampliacién del teorema de Pitagoras verificaremos si este se cumple cuando sobre los
lados del tridangulo rectingulo se construyen hexdgonos regulares. Para el desarrollo de esta parte debemos
recordar que es un poligono regular que, a juicio de Ramirez, (2011) es aquel que es equildtero y equidngulo,
el 4ngulo central del poligono regular es el formado por dos vértices consecutivos del poligono y el centro
del poligono, al segmento trazado perpendicularmente desde el centro del poligono a cada uno de sus
lados se llama apotema y su longitud corresponde a la altura de cada uno de los tridngulos en que puede
descomponerse el poligono regular. Para calcular el drea de un poligono regular utilizaremos la férmula
deducida por Vilchez, (2015)s-#w=2, donde | representa la longitud del lado del poligono regular y n el
numero de lados. Si se utiliza esta férmula para el caso particular del hexdgono tendriamos 4-=.

Teorema 3: En todo tridangulo rectingulo, el area del hexdgono regular construido sobre la longitud de
la hipotenusa es igual a la suma de las 4reas de los hexdgonos regulares construidos sobre las longitudes de

los catetos.

Demostracion:

Sea A apc un tridngulo rectangulo de hipotenusa c y catetos a,6. Sobre cada lado de este tridngulo se han
trazado hexdgonos regulares. Como se muestra en la figura 4
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Figura 4.

Ampliacion a hexdgonos regulares

Si . representa el drea del tridngulo construido sobre la hipotenusa y 4, y 4, las dreas de los tridngulos
construidos sobre los catetos, entonces:

3V3 . ENE
Aa=a 5 Ay =b?

Si sumamos las dreas de los hexdgonos regulares construidos sobre los catetos tendriamos que:

PPN RPEL N

PIURIEL TR

Como se ha demostrado anteriormente, , ya que, y son los catetos de un tridngulo rectiangulo. Si esto lo
reemplazamos en la férmula anterior se obtiene que .+4-22= que es exactamente el drea del hexagono regular
construido sobre la hipotenusa. Que es lo que buscibamos demostrar.

Si continuamos aumentando la cantidad de lados de los poligonos regulares que se construyen sobre los
lados del tridngulo recténgulo llegard el momento que se alcanzard el circulo. Tal como lo afirma Vasquez,
(2012) el circulo es una extensién de los poligonos regulares, cuando el nimero de lados se extiende hacia
el infinito.

Teorema 4: En todo tridngulo rectingulo, el 4rea del semicirculo construido teniendo como didmetro
la longitud de la hipotenusa es igual a la suma de las areas de los semicirculos construidos teniendo como
didmetros las longitudes de los catetos.

Demostracion:

Sea a apc un tridngulo rectangulo de hipotenusa c y catetos a,0. Sobre cada lado de este tridngulo se han
trazado semicirculos como se muestra en la figura siguiente.

Figura 5.

Ampliacién a semicirculos



RevisTA SABERES APUDEP, 2023, voL. 6, NUM. 2, JuL10-DicIEMBRE, ISSN: 2953-321X

Si . representa el drea del tridngulo construido sobre la hipotenusa y 4, y 4, las dreas de los tridngulos
construidos sobre los catetos, entonces:

Siguiendo un procedimiento similar se obtiene que: 4, =% =Zc:

Al sumar 4, y 4, se tiene:

Aq+ Ay =7Ta? +2b?

Aq+ Ay =% (a? +b?)

Nuevamente como y son los catetos de un tridngulo rectangulo se tiene que o2 +52 =2, por lo que:
aora=5@ 40 =2 que es justamente el drea del semicirculo construido sobre la hipotenusa como didmetro. Con
lo que queda demostrado el teorema.

Hasta el momento se han demostrado algunos teoremas en los que se cumple el teorema de Pitdgoras para
ciertos poligonos regulares construidos sobre los lados de un tridngulo rectangulo. Sin embargo, antes de
llegar a esto debemos realizar la demostracién de un importante teorema que es de gran utilidad en préximas
demostraciones.

Teorema 5: La razén que hay entre las dreas de dos poligonos semejantes es el cuadrado de su razén de
semejanza.

Demostracion:

Consideremos los poligonos P, y P, como se muestran en la siguiente figura.

P,

Figura 6.

Momentos de la demostracion

En ellos,0 y ¢ son puntos interiores homologos (el objetivo es que el 4rea de cada poligono quede
adecuadamente dividida en tridngulos mediante puntos interiores, vértices comunes de tridngulos, que sean
homdlogos de un poligono a otro).

Ay, Az, As, o, Ay Y BuBy By, .. B, sON las dreas de los tridngulos que se generan al unir @ y ¢’ con sus respectivos vértices.

Llamaremos A y Ba las 4reas de los poligonos P, y P, respectivamente. Sear la razén de semejanza que hay
entre ellos y 74 la razén entre sus dreas.

Se tiene que:

Por la razén de semejanza que existe entre los pohgonos Py P, y por ser Q y ¢ homdlogos, entonces cada
tridngulo del poligono P, es semejante a su correspondiente tridngulo del poligono P, , de modo que:

4=t-2---2-wr, esto basado en que la razén que hay entre las dreas de dos tridngulos semejantes es el cuadrado
de la razén de semejanza.

De aqu1 se obtiene que 4 =Bi()* , A2 = By (n)? , A3 = B3(1)? 5 An = Ba(n)? (1)
Ahora consideremos la razén que existe entre las dreas de los poligonos P, y P,

o= A At AatAst ot Ay
A= 5 T Bt Bt Byt ot By
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weseveseyserseor reemplazando los valores obtenidos en (1)

+ .4 Br)r)?
Bat ot By

B
T =

7 = (1)?

Con lo que queda demostrado que: la razén que hay entre las dreas de dos poligonos semejantes es el
cuadrado de su razén de semejanza.

Ha llegado el momento de comprobar si el teorema de Pitdgoras se cumple para el caso de cualquier
poligono regular construido sobre sus lados. Para esta demostracién se presenta la realizada por Zirate,
(1996).

Teorema 6: Si sobre los lados de un tridangulo rectdngulo se trazan sendas figuras semejantes de modo que
dichos lados sean homologos en esa relacién de semejanza, entonces la suma de las dreas de dichas figuras
trazadas sobre los catetos es igual al drea de la figura trazada sobre la hipotenusa.

Demostracion:

Sea a apc un tridngulo rectingulo de hipotenusa ¢ y catetos a,b. Sean 4, B y ¢ las dreas de las tres figuras
semejantes construidas, respectivamente sobre , a6 y ¢ y estos lados son homdlogos en esa relacién de
semejanza. Como se muestra en la ﬁgura siguiente.

Figura 7.

Ampliacién a poligonos regulares

Aplicando el teorema 5, tenemos que:

Por lo tanto, 1= y s=c()
Sisumamos 4 y B tenemos:
rn=c()ecl)

a+B=c(5+5%)

e[

Por otro lado, el A 4pc es un tridngulo recténgulo y por el teorema 1 sabemos que a2 + 52 = ¢2, asi:

-

A+B=CQ)

A+B=C

Conlo que hemos demostrado que el teorema de Pitdgoras se cumple para todo poligono regular semejante
construido sobre los lados de un tridngulo rectingulo.
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CONCLUSION

Es indudable la importancia y trascendencia que ha tenido el teorema de Pitagoras a través de la historia.
Incluso, como se ha mostrado en este articulo, para demostrar la veracidad de su generalizacién se ha recurrido
a su versidon mas conocida en la que se construyen cuadrados sobre los lados del tridngulo rectingulo. Es
por ello, que consideramos necesario y de gran relevancia que la ampliacién de este teorema sea objeto de
estudio en los diferentes niveles educativos, ya que, representa una forma llamativa y motivadora de dirigir
al estudiante hacia la demostracién Matematica, conduciéndolo e impulsandolo a ir mas alld de lo que le
presenta el docente en el aula de clases.
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