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Résumé: Le présent article a comme théme « Etude
épistémologique de la démonstration par l'absurde ».
Elle comporte, entre autres, I'épistémologie de la négation
qui constitue la base de la démonstration par Iabsurde,
*épistémologie de la démonstration par I'absurde, le lien entre la
démonstration par I'absurde et d’autres types de démonstration,
les types de problémes mettant en jeu la démonstration par
I'absurde et I'analyse institutionnelle de la démonstration par
'absurde. Nous avons également évoqué les conceptions de
certains chercheurs sur la démonstration par 'absurde. Les
questions de recherche sont libellées comme suit : Qu’est-ce
que la démonstration par 'absurde en mathématique ? Existe-
t-il un lien entre la démonstration par I'absurde et d’autres
types de démonstration ? Existe-t-il des situations qui nécessitent
l'utilisation de la démonstration par I'absurde ? Nous avons
fait une classification des problémes qui nous a permis de faire
une catégorisation des types de démonstration par I'absurde
A savoir les démonstrations par I'absurde directes associées
aux questions fermées et les démonstrations par I'absurde
indirectes associées aux questions semi-fermées (ou semi-
ouvertes). L’analyse institutionnelle nous a permis de faire une
revue des programmes maliens au niveau fondamental 2e cycle et
au niveau de 'enseignement secondaire général. Nous terminons
par une conclusion comportant nos recommandations. La
typologic de la démonstration par l'absurde nous permet
d’affirmer que la logique mathématique n'est pas la logique
naturelle, car elle n'autorise I'esprit & porter, sur ce qui lui est
présenté, que deux jugements : tenir la chose affirmée pour vraie
ou pour non vraie, toute autre attitude étant exclue (le tiers
exclus). Mots-clés : Démonstration. Absurde. Epistémologie.
Négation.

Abstract:  The theme of this article is "Epistemological
study of the absurd demonstration”. It includes among other
things the epistemology of negation which constitutes the
basis of the demonstration by the absurd, the epistemology
of the demonstration by the absurd, the link between the
demonstration by the absurd and other types of demonstration,
the types of problems involving the absurd demonstration and
the institutional analysis of the absurd demonstration. We
also mentioned the conceptions of some researchers on the
demonstration by the absurd. The research questions are worded
as follows: What is the absurd demonstration in mathematics?
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ABOUBACAR BAMBA, ET AL. ETUDE EPISTEMOLOGIQUE DE LA DEMONSTRATION PAR LABSURDE

Is there a link between the absurd demonstration and other
types of demonstration? Are there situations that require the use
of the absurd demonstration? We made a classification of the
problems which allowed us to make a categorization of the types
of demonstration by the absurd namely the demonstrations
by the direct absurd associated with the closed questions and
the demonstrations by the indirect absurd associated with the
semi-closed questions (or semi-open). The institutional analysis
allowed us to review Malian programs at the 2nd cycle basic level
and at the level of general secondary education. We ended with
a conclusion with our recommendations. The typology of the
absurd demonstration allows us to assert that mathematical logic
is not natural logic, because it allows the mind to make, on what
is presented to it, only two judgments: to hold the thing affirmed
for true or for not true, any other attitude being excluded (the

third party excluded).

Keywords: Demonstration, Absurd, Epistemology, Negation.
Resumo: O tema deste artigo ¢ "Estudo Epistemoldgico da
Demonstragao pelo Absurdo”. Inclui, entre outras coisas, a
epistemologia da negacio que forma a base da demonstracio
pelo absurdo, a epistemologia da demonstracio pelo absurdo,
a relagio entre a demonstragio pelo absurdo e outros tipos
de demonstragoes, os tipos de problemas que envolvem a
demonstragdes pelo absurdo e a andlise institucional da
demonstragio pelo absurdo. Também discutimos as concepgdes
de alguns pesquisadores sobre a demonstragio pelo absurdo.
As questdes de pesquisa sio rotuladas da seguinte forma:
O que ¢ a demonstragio pelo absurdo em matemdtica?
Existe uma relagio entre a demonstragio pelo absurdo
e outros tipos de demonstragoes? Existem situagdes que
requerem o uso da demonstragio pelo absurdo? Fizemos uma
classificagio de problemas que nos permitiu categorizar os
tipos de demonstragoes pelo absurdo, ou seja, as demonstragdes
pelo absurdo diretas associadas a questdes fechadas e as
demonstragdes pelo absurdo indiretas associadas a questdes
semifechadas (ou semiabertas). A anilise institucional permitiu-
nos estudar os curriculos do Mali no nivel do Ensino
Fundamental do 2° ciclo (7° ano a 9° ano) e no nivel do
ensino médio geral. Terminamos com uma conclusio com nossas
recomendagdes. A tipologia da demonstragio pelo absurdo
nos permite afirmar que a légica matemdtica nio ¢ légica
natural, pois permite que a mente carregue, sobre o que lhe ¢
apresentado, apenas dois julgamentos: manter a coisa afirmada
como verdade ou nio verdadeira, qualquer outra atitude sendo
excluida (terceiro excluido).

Palavras-chave: Demonstragio, Absurdo, Epistemologia,
Negagio.

1 - INTRODUCTION
Cet article a été construit 3 partir de la these du premier auteur (BAMABA, 2019) dont le theme est : La

démonstration par I'absurde : « Etude épistémologique et Didactique ». Cet article a pour objectif est 1
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"étude épistémologique de la négation qui constitue la base de ladémonstration par'absurde. Nous parlerons

de facon générale de la démonstration et de la démonstration par I'absurde en particulier. Il sagira de parler
de la conception de certains chercheurs sur la démonstration par I'absurde, des types de problemes qui ont
nécessité son apparition, les conditions et le lieu de son apparition.

Les didacticiens se proposent, trés souvent, d’examiner les objets d’enseignement et d’¢tudier leurs
relations, leur structuration et leur hiérarchisation a l'intérieur du domaine considéré. Ils se posent la
question de la référence et de l'origine des savoirs avec, notamment, lhistoire des savoirs référents, qu’ils
soient savants, experts ou sociaux pour tenter de déterminer quel cheminement ils ont suivi et quels obstacles
ils ont rencontrés et surmontés. Cette étude peut permettre de sortir de la vision selon laquelle les savoirs
scolaires sont « présentés comme des faits établis » sans histoire, sans dimension culturelle, humaine ou
sociale. S’agissant des savoirs scolaires et de leur histoire institutionnelle, on étudiera la maniere dont ils ont
été transposés, comment et pourquoi ils sont apparus (ASTOLFI et DEVELAY, 1989 ; HALTE, 1992 ;
GIORDAN, 1994).

Cette dimension épistémologique va nous permettre d’analyser et de produire des savoirs a enseigner, en
tenant compte du développement cognitif des éleves concernés, et donc de leur présentation ainsi que du
choix d’une terminologie adéquate.

Nous tenterons de faire une étude de la démonstration par'absurde en essayant d’identifier 'origine de son
apparition, ses relations avec d’autres types de démonstrations, les conditions de son utilisation, ses avantages
et ses limites.

Pour atteindre ces objectifs nous avons posé les trois questions suivantes a savoir : Qu’est-ce que la
démonstration par 'absurde en mathématique ? Existe-t-il un lien entre la démonstration par I'absurde et
d’autres types de démonstration ? Existe-t-il des situations qui nécessitent I'utilisation de la démonstration
par 'absurde ?

Pour éventuellement trouver des réponses a ces questions :

Nous ferons une revue de la littérature axés sur quelques travaux existant sur la démonstration par
labsurde ;

Nous ferons un apercu sur la nature de la démonstration par I'absurde et nous parlerons de la
démonstration par I'absurde dans trois disciplines a savoir : Philosophie, Mathématiques et Logique.
Nous établirons le lien entre la démonstration par I'absurde et le syllogisme (ou déduction logique) ; la
démonstration par contraposée et la démonstration par récurrence.

Nous ferons une classification des types de problemes qui mettent en jeu la démonstration par 'absurde
et une classification des types de démonstration par 'absurde.

2 - EPISTEMOLOGIE DE LA NEGATION

Dans cette partie nous faisons une étude épistémologique de la négation qui constitue la base de la
démonstration par 'absurde.

On rencontre la notion de négation deés I’ Antiquité, en particulier dans le livre 2 de I'organon, puis chez
les logiciens de I'époque contemporaine, qui tentent d’en cerner les contours. Nous retragons ci-dessous les
principaux éléments susceptibles d’éclairer les études didactiques.

2.1 - Deux types d’oppositions Chez Aristote

Dans le livre 2 de 'organon, De l'interprétation, Aristote (Traduction nouvelle et notes par Jean Tricot,
Librairie philosophique J. Vrin (1989) étudie & partir d’'un exemple deux types d’opposition pour les énoncés
quantifiés qui s’appliquent aux termes généraux, qui peuvent étres prédiqués de plusieurs individus ou objets
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et servent a exprimer des propriétés. Aristote définit tout d’abord quatre types de phrases, qui serviront a
la théorie du syllogisme formel, pour lesquels il assume 'hypothese implicite de I'existence d’au moins un
homme.

(1) Tout homme est blanc

(2) Nul homme n’est blanc

(3) Quelque homme est blanc

(4) Quelque homme n’est pas blanc

Les phrases (1) et (4) (respectivement (2) et (3) échangent leurs valeurs de vérité. Dans tout contexte ou
(1) est vrai, (4) est nécessairement fausse et vice-versa. Aristote appelle cette opposition une contradiction,
ceci correspondant a ce que nous appelons aujourd’hui négation.

Les phrases (1) et (2) peuvent étre simultanément fausses ; eclles ne peuvent étre en aucun cas
simultanément vraies. Aristote appelle cette opposition, l'opposition de contrariété, ceci correspondant a
une notion de contraire en accord avec la définition ci-dessus.

Les phrases (3) et (4) peuvent étre simultanément vraies ; il n’y a pas d’opposition entre ces deux types de
phrases. Dans la théorie du syllogisme, Aristote s’appuie exclusivement sur les phrases quantifiées exprimées
sous la forme : « tout A est B » ; « nul A n’est B » ; «quelque A est B » ; « quelque A n’est pas B » ;
il reconnait que « quelque B est A » peut se substituer sans modifier la valeur de vérité a « quelque A est
B » et que « nul B n’est A » peut se substituer & « nul A n’est B » ; la substitution n’est évidemment pas
possible avec les phrases (1) et (4).

On voit déja apparaitre ici la spécificité de la négation : une forme syntaxique (des régles de construction
précises) controlée par un critére sémantique, 3 savoir 'échange des valeurs de vérité dans tout contexte ou
il existe au moins un A.

2.2 - La négation dans le calcul des prédicats

Dans le calcul des propositions, la négation est un opérateur qui échange le vrai et le faux. C’est la définition
sémantique la plus naturelle de cet opérateur. Dans ce systéme, il y a une seule forme d’opposition pour
les propositions, qu’elles soient élémentaires ou complexes. Pour les propositions complexes, la négation
se construit récursivement a partir de la négation des différents connecteurs, obtenue en échangeant les
valeurs de vérité dans les tables, de sorte que 'opérateur de négation ne porte plus que sur les propositions
¢élémentaires. Ainsi la négation de « p # q » est «—1 p #q », la négation de « p # q » est « p#nq », la
négation de « p # (q#1) » est « p#-(p # 1) » C'est-a-dire « p#(—~g#r),etc.

Dans le calcul des prédicats, la négation est un opérateur s’appliquant soit a des propositions (des phrases
closes) soit & des fonctions propositionnelles (des phrases ouvertes). Comme ces derniéres n’ont pas de valeur
de vérité, il faut donc considérer une extension du concept de négation. C’est ce que soutient par exemple
Da Costa(1997) qui, aprés avoir rappelé la table de vérité de 'opérateur propositionnel de négation, écrit (p.
45) « que ceci ne rend pas compte de la négation des propriétés », ce que permet la théorie sémantique de la
vérité de Tarski A (1944). Clest, en effet, grice a la notion de satisfaction que 'on peut définir simplement
et rigoureusement la négation d’une fonction propositionnelle.

Etant donnée une fonction propositionnelle F, sa négation (non F) est la fonction propositionnelle qui
dans toute structure interprétative adéquate est satisfaite exactement par les suites d’objets qui ne satisfont
pas F. Ceci correspond tout a fait 4 la notion intuitive de négation pour les atomes. Par exemple, dans
arithmétique des entiers naturels le couple d’opposés « étre divisible par 3/ ne pas étre divisible par 3 »
permet de repartir les entiers en deux classes exactement : 'une formées des entiers multiples de 3 et 'autre
formées par des entiers qui ne sont pas multiples de 3. Une conséquence immédiate de cette définition, c’est
que les deux énoncés suivants « Fx #-Fx » et #x« Fx# -Fx » #### universellement valides. Une deuxi¢me
conséquence c’est que cela permet de retrouver les deux types d’opposition définis par Aristote. En effet «
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#x Fx » et «#xFx » échangent leurs valeurs de vérité ; il en est de méme pour «#xFx » et « #x 7Fx » ;
tandis que «#x Fx » et « #x 7Fx » peuvent étre simultanément fausses, alors que « #x Fx » et « #x Fx
» peuvent étre simultanément vraies. On a donc bien deux formes d’opposition pour les propositions closes
quantifiées de ce type : la négation qui échange le vrai et le faux (ce qu’Aristote appelle la contradiction) et
ce que suivant Aristote, nous choisissons d’appeler un contraire, qui consiste 4 quantifier universellement la
fonction propositionnelle et sa négation. La nécessité d’insister sur cette distinction est reconnue par Russel
(1903) qui écrit : [cest une erreur, quoi que facile & commettre, que de croire que la négation de « #x Fx »
est « #x 7Fx »]. Notons enfin que malgré tout une des conséquences de cette définition est qu’elle permet
de retrouver les deux types d’oppositions définis par Aristote.

La présence d’'un marqueur de négation dans 'énoncé « #x =Fx », il n’y a pas d’opposition avec
I'énoncé « #x Fx », puisqu’ils peuvent étre vrais en méme temps, sous les mémes circonstances, dans les
mémes interprétations. Une troisieme conséquence est que 'on retrouve les deux résultats assurant l'inter-
définissabilité des deux quantificateurs : « #x Fx = =1(#x =Fx) » et « #x Fx = ~(#x Fx)». Ceci permet
de donner une définition syntaxique de la négation dans le calcul des prédicats en accord avec la définition
sémantique. On peut alors, comme dans le calcul des propositions, construire de maniere récursive la
négation d’une fonction propositionnelle complexe de sorte que la négation ne porte que sur les formules
atomiques, comme pour I'exemple suivant : =(#x((#z F(z, x)) # G(x)) = #x (#zF (z, x)#2G(x)).

Ceci montre également que 'on n’a pas besoin, en logique, d'introduire les symboles barrés comme on le
fait en mathématique ; C’est 'opérateur de négation qui joue ce rdle, et la construction récursive de la négation
pour les énoncés complexes offre un moyen opératoire d’accéder a la signification de la négation d’un tel
énoncé dans une interprétation donnée. Toutefois, pour pouvoir utiliser de maniere efficace ces procédures
récursives, il est nécessaire que la syntaxe utilisée pour formaliser les énoncés soit en adéquation avec les regles
de formation du calcul des prédicats, en particulier en ce qui concerne les quantificateurs, ce qui est loin d’étre
toujours le cas dans la pratique mathématique ordinaire

2.3 - Négation et contraire dans la langue

Comme 'essentiel du discours mathématique est porté par la langue vernaculaire, il est donc nécessaire de
regarder ce qu’il en est des formes langagi¢res de la négation et de leur usage dans 'activité mathématique.
Cette question a fait I'objet de nombreuses observations naturalistes et est au cceur de la these de Ben Kilani
(2005). Une premitre remarque, c’est que I'on rencontre parfois les termes de négation et de contraire
utilisés comme synonymes. Par exemple, le contraire de «f croissante » n’est pas « f décroissante ». Si
c’était le cas, une fonction non croissante serait décroissante. Or certaines fonctions ne sont ni croissantes ni
décroissantes. Le couple « croissante/décroissante » fonctionne, dans la langue francaise, comme un couple
d’antonymes. Ce qui correspond ala notion de contraire au sens d’Aristote, dans la mesure o 'opposition est
beaucoup plus radicale que la simple négation. D’autres couples de propriétés en mathématiques soulévent
des problémes de méme ordre. Par exemple, le couple « paire/impaire », lorsqu’il est appliqué aux fonctions,
correspond plus ou moins a un contraire, tandis que le couple « pair/impair » appliqué aux nombres
correspond a la négation. Ici c’est 'introduction d’une quantification universelle qui fait basculer de négation
a contraire.

D’autres couples d’opposés en mathématiques fonctionnent comme des négations ; c’est le cas par exemple
de « rationnels/irrationnels » pour les nombres, considérés dans 'ensemble des nombres réels ou de «
continue/discontinue » pour les fonctions. Mais il n’y a pas de construction systématique de tels couples
d’opposés en mathématiques : ainsi on ne parle pas de nombres irréels.
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2.4 - Négation et ambiguité sémantique

D’autres difficultés dans la langue sont lides aux ambiguités sémantiques (Fuchs 1996). Les réponses ci-
dessous sont recueillies aupres des professeurs de mathématiques en formation continue ou initiale.

La négation (le contraire) de la phrase « Toutes les boules sont rouges », c’est : Toutes les boules ne sont
pas rouges- Aucune boule n’est rouge- Certaines boules ne sont pas rouges- Il existe au moins une boule qui
n’est pas rouge. La négation (le contraire) de la phrase « Certaines boules sont rouges » c’est :

Certaines boules ne sont pas rouges- Toutes les boules ne sont pas rouges- Toutes les boules sont rouges-
Aucune boule n’est rouge. De tres vifs débats apparaissent réguli¢rement d’une part sur le fait de savoir si
contraire et négation sont synonymes ou non, d’autre part, sur la signification de la phrase « Toutes les
boules ne sont pas rouges » (1) qui pour certains s’interpréte par « Aucune boule n’est rouges »(2) et
pour d’autres par « Certaine(s) boule(s) n’est (ne sont) pas rouge »(3). Fuchs reconnait que si la forme
linguistique voudrait que (1) soit synonyme de (3), il arrive fréquemment que (1) soit utilisée en lieu et place
de (2). Ceci est dfi 2 une ambiguité sur les propriétés respectives de I'opérateur de négation et de 'opérateur
de quantification. Dans le calcul des prédicats, la phrase (3) se traduit par «#x—Fx », qui est équivalent de
«~###(#) », tandis que la phrase (2) se traduit par «#x—Fx ».

Considérons maintenant la phrase « Tous les éleves sont présents » qui a la méme structure syntaxique
que la phrase « Toutes les boules sont rouges », et la forme négative associée « Tous les éleves ne sont pas
présents ». Par substitution de « sont présents » A « hesont pas présents >, ce qui est correct puisque « étre
absent » est la négation de « étre présent>, nous obtenons la phrase « Tous les éleves sont absents, qui est
synonyme de « Aucun éleve n’est présent », ce qui montre que 'ambigiiité de 'expression « tous...ne pas
», en francais peut étre difficilement évitée. Apres le tour d’horizon de quelques aspects épistémologiques de
la négation il apparait que les dificultés liées a ce connecteur sont réelles. Cela peut engendrer des obstacles
pour les apprentissages mathématiques et en particulier pour 'utilisation de la démonstration par 'absurde.
(VIVIANE DURAND-GUERRIER, JUDITH NJOMGANG-NGANSOP, 2009).

Cette étude montre toute la complexité de la négation. Dans le cas du calcul des prédicats, la difhiculté est
due au fait que les propositions n’ont pas de valeur de vérité. Ces cas ne sont pas fréquents dans nos pratiques
de classe. Dans le calcul des propositions, la difficulté se trouve au niveau de 'implication ot la négation utilise
la disjonction. S’agissant des énoncés formulés dans la langue, il y a beaucoup de difhcultés par rapport ala
classification de Aristote, notamment opposition, contraire et négation. Il est donc évident que des difficultés
soient constatées dans nos pratiques de classe par rapport a la démonstration par I'absurde.

3 - EPISTEMOLOGIE DE LA DEMONSTRATION PAR I’ ABSURDE
3.1 - Preuve, Raisonnement et démonstration

Nicolas Balacheff (1987) fait la distinction entre ces trois mots comme suit : Nous appelons explication
un discours visant a rendre intelligible le caractére de vérité, acquis pour le locuteur, d’'une proposition ou
d’un résultat. Les raisons avancées peuvent étre discutées, refusées ou acceptées. Nous appelons preuve une
explication acceptée par une communauté donnée 2 un moment donné. Cette décision peut étre 'objet d'un
débat dont la signification est I'exigence de déterminer un systéme de validation commun aux interlocuteurs.
Au sein de la communauté mathématique, ne peuvent étre acceptées pour preuve que des explications
adoptant une forme particuliere. Elles sont une suite d’énoncés organisés suivant des régles déterminées :
un énoncé est connu comme étant vrai, ou déduit 4 partir de ceux qui le précedent a I'aide d’une regle de
déduction prise dans un ensemble de régle bien défini. Balacheff appelle démonstrations ces preuves.
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Un raisonnement est une activité intellectuelle (la plupart du temps non explicite) de manipulation
d’informations pour, a partir de données, produire de nouvelles informations.

Ces distinctions de vocabulaire mettent en relief les dimensions sociales de la démonstration en tant que
résultat d’un processus particulier de preuve.

Nous nous proposons de montrer que I'étude des processus de preuve doit étre conduite en référence a
la fois a celui qui les met en ceuvre en tant que sujet connaissant et a la situation dans laquelle il les met en
ceuvre. Nous mettons alors en évidence la variété de leur nature et quelques éléments de complexité de leur
fonctionnement. Cette étude nous a conduits a différencier des niveaux de preuves pouvant prendre place
dans la genese de la démonstration dans une perspective d’apprentissage.

Quand est-ce que la démonstration est-elle apparue en mathématique ? Le probleme de l'irrationalité
présenté dans deux cadres différents (arithmétique et géométrique) serait & lorigine de la démonstration
en mathématique. De plus le cadre arithmétique nécessite le recours a la démonstration par 'absurde selon
Gilbert Arsac (1987), « L'origine de la démonstration : essai d’épistémologie didactique »

Nous pouvons donc nous poser la question suivante : la démonstration par I'absurde fit-elle partie
des premi¢res méthodes de démonstration apparues en mathématique ? Nous tentons de répondre a ces
questions dans les paragraphes qui suivent.

3.2 - Apercu sur la nature de la démonstration par 1’absurde

En mathématiques, une démonstration est un raisonnement qui permet, a partir de certains axiomes,
d'établir qu'une assertion est nécessairement vraie. Les démonstrations utilisent la logique, puis incluent
habituellement des éléments du langage naturel en évitant autant que possible d'introduire des ambiguités.

Dans le contexte de la théorie de la preuve, dans lequel des preuves purement formelles sont considérées
comme preuves, des preuves qui ne sont pas enticrement formelles sont appelées les « preuves sociales ». Ce
sont des preuves qui sont basées sur des afirmations considérées comme exactes parce qu'elles sont admises
par un ensemble de personnes. L'idée est acceptée comme exacte lorsqu'elle fait le consensus. Le résultat qui
est démontré s'appelle un théoréme.

Une fois le théoréme démontré, il peut étre utilisé comme base pour démontrer d'autres assertions. Nous
pouvons distinguer plusieurs techniques de démonstration:

- la démonstration directe : ol la conclusion est établie en combinant logiquement des axiomes, des
définitions et d'autres théorémes ;

- la démonstration inductive : ol un cas fondamental est démontré, et une regle d'induction est utilisée
pour démontrer une série (souvent infinie) d'autres cas ;

-la démonstration par I'absurde: ot il est démontré que si une propriété était vraie, alors une contradiction
logique apparaitrait, et ainsi la propriété doit étre fausse.

-la démonstration déductive : utilisée pour par exemple montrer 'existence d'un objet a partir de théoreme
assurant son existence sans avoir construit explicitement cet objet ;

- la démonstration constructive : qui consiste & construire un exemple concret possédant une certaine
propriété, pour montrer qu'il existe au moins un objet ayant cette propriété.

Une assertion qui est supposée vraie, mais qui n'a pas encore été démontrée, est appelée une conjecture.

Parfois il est possible de démontrer qu'une certaine assertion ne peut pas étre démontrée 3 partir
d'un ensemble donné d'axiomes; c'est le cas de I'axiome du choix et de I'hypothese du continu vis-a-vis
de l'axiomatique de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel, on dit alors que cette assertion est
indépendante de ce syst¢eme d'axiomes. Dans beaucoup de systemes d'axiomes connus en mathématique, il
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existe des assertions qui ne peuvent étre ni démontrées, ni étre réfutées ; voir le théoreme d'incomplétude
de Godel.

Les démonstrations formelles demandent une tres grande rigueur et une attention particuliére ; nous
devons préciser les regles de logique, le type de raisonnement que nous utilisons, définir éventuellement, de
nouveaux objets mathématiques dont nous avons besoin, rappeler les axiomes ou les théorémes auxquels nous
faisons référence, vérifier que nous sommes bien dans les conditions d'application d'un théoreme avant de
['utiliser, etc.

D'autre part, il est possible d'écrire toutes les démonstrations en langage formel, mais cela se fait rarement.
Trop de formalisme rendrait presque impossible la compréhension d'une démonstration, et dissimulerait
l'idée générale dans un symbolisme excessif. Cependant cela est possible en utilisant un logiciel d'aide a la
preuve qui commence a se faire de plus en plus.

Il y a donc un compromis entre une rigueur trop poussée sur le plan de la logique et une rigueur plus
superficielle utilisant davantage le langage naturel.

Une démonstration, dans le cadre académique (cours, livre, exposé...) n'est en général pas détaillée au point
d'étre « juste » au sens de la logique ; en général on se contente de donner des éléments suffisamment précis
pour que l'auditoire/le lectorat visé soit convaincu. En effet, pour définir 1 proprement, il faudrait déja des
pages et des pages. C'est pourquoi, par exemple, une démonstration donnée au niveau licence ne conviendra
pasaun éléve ; pour ce dernier, la preuve ne sera pas assez détaillée. En ce sens, une démonstration est quelque
chose de trés relatif.

Le raisonnement par l'absurde (du latin réductio ad absurdum) ou apagogie (du grec ancien apagdgé)
est une forme de raisonnement logique, philosophique, scientifique consistant soit & démontrer la vérité
d'une proposition en prouvant l'absurdité de la proposition contraire, soit 2 montrer, la fausseté d'une autre
proposition en déduisant logiquement des conséquences absurdes. Quelle est 'origine de la démonstration
par 'absurde ?

La démonstration par 'absurde apparait deés la tres ancienne preuve de linexistence de 2. Szabo A
(1977) remarque qu’Euclide en fait un emploi privilégié, tandis que Platon en fait la méthode typique du
mathématicien.

Arsac (1987) remarque que la démonstration par I'absurde n’est pas utilisée dans les mathématiques
chinoises (J. Dhombres, communication orale) et indiennes jusqu’au 14e siecle environ. Dans le cas de I'Inde,
ce fait est en relation avec 'absence du principe du tiers exclu, et ce phénomene est lié au développement d’une
théorie particuli¢re de la logique, adaptée a la linguistique (Singh, 1984). Dans le cas de la pensée chinoise,
elle ignore et méme nie le principe du tiers exclu (LIOU KIA HWAY, 1961). On retient également que
les mathématiques élaborées ont pu se développer pendant des si¢cles dans certaines civilisations sans que la
logique de ce développement fasse apparaitre le principe du tiers exclu et le raisonnement par 'absurde. D’out
Iorigine externe de 'apparition de la démonstration par 'absurde dans les mathématiques grecques.

3.3 - Démonstration par 'absurde en philosophie, mathématique et logique
3.3.1 - Démonstration par l'absurde en philosophie
- Apagogie positive

On parle d'apagogie positive ou de démonstration par I'absurde simple, quand la conclusion affirme la vérité
d'une proposition, non en l'établissant directement par une démonstration tirée de la nature méme de la
chose, mais indirectement, en faisant voir que la proposition contraire est absurde. On conclut de la fausseté
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del'une, la vérité de l'autre. Par exemple, Spinoza démontre parl'absurde que « la production d'une substance
est chose absolument impossible » (Ethique I, proposition VI, corollaire).

En effet, si une substance pouvait étre produite, la connaissance de cette substance devrait dépendre de la
connaissance de sa cause (sachant que la connaissance de l'effet suppose celle de la cause) et ainsi elle ne serait
plus une substance, puisqu'une substance est précisément ce qui est en soi et est congu par soi.

- Limites de ce mode de raisonnement

Ce raisonnement n'est légitime que lorsqu'il n'y a que deux propositions contradictoires possibles, dont
g q q yaq
['une est nécessairement fausse si l'autre est vraie, et réciproquement ; autrement il dégénére en sophisme
q g
s'appuyant sur une fausse alternative ou alors, il faut effectivement prouver la fausseté de toutes les autres
theses alternatives : soit A, B, et C considérées comme hypotheses possibles, on prouve que B et C sont fausses,
A est donc vraie. Il s'agit classiquement de ce qu'on appelle aussi le raisonnement disjonctif (modus tollendo-
g q q ]

ponens).

D'un point de vue épistémologique, cette preuve reste toujours inférieure 3 la démonstration directe, parce

g1q )
que, si elle contraint I'esprit, elle ne I'éclaire pas et ne donne pas la raison des choses, comme le fait la preuve
directe ou ostensive. Il est donc préférable de ne 'employer que quand on ne peut faire autrement : si, par
yer que q

exemple, dans la discussion, on a affaire 4 un contradicteur qui se refuse a toute preuve directe ou qui nie les
principes ; c'est le cas pour la réfutation de certaines doctrines, comme le scepticisme.

- Apagogie négative

En philosophie, la méthode apagogique ou réduction al'absurde a une place plus importante dansle domaine
de la réfutation des idées adverses. L'apagogie négative consiste alors a faire ressortir que la proposition
a réfuter conduit 4 des conséquences absurdes car impossibles (contradictoires avec elles-mémes ou avec
d'autres principes admis comme vrais). Moins risqué que l'apagogic positive, ce mode de raisonnement
n'affirme pas forcément que l'inverse est vrai. Ainsi, on réfutera par exemple la proposition « tout ce qui est
rare est cher » en indiquant que si ¢'était vrai, alors il s'en suivrait qu'un cheval bon marché, qui est chose rare,
devrait en méme temps étre cher, ce qui est absurde, c'est-a-dire contradictoire dans les termes. La proposition
« tout ce qui est rare est cher » est donc nécessairement fausse. Mais on n'affirme pas pour autant que "tout
ce qui se trouve facilement est cher" ou que "tout ce qui est rare est bon marché ».

Moins rigoureusement, voire de fagon sophistique, on se contentera de faire ressortir des conséquences
funestes ou désagréables d'une thése ou d'une doctrine (voir l'argumentum ad consequentiam).

Néanmoins il reste aussi préférable d'un point de vue logique de réfuter par I'analyse directe de la fausseté
des principes. Aussi un usage non critique de ce type de preuve peut étre soupgonné d'appartenir plus a la
dialectique éristique et & la rhétorique qu'a la philosophie proprement dite. (Raisonnement par l'absurde

Wikipédia)
3.3.2 - Démonstration par [ absurde en mathématique

La démonstration par 'impossible, usitée dans les mathématiques pour démontrer certains théorémes qui ne
sont pas susceptibles d'une autre preuve, rentre dans la preuve apagogique ; elle n'est pas admise par certains
mathématiciens dits intuitionnistes, qui rejette le principe du tiers exclu.

Admettons que nous ayons a démontrer une proposition p. La démarche consiste 3 montrer que
I'hypothese non p (i.e. que p est fausse) mene a une contradiction logique. Ainsi p ne peut pas étre fausse,
et doit étre a fortiori vraie.
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Prenons un exemple simple, et considérons la proposition « il n'y a pas de plus petit nombre rationnel
strictement plus grand que 0 ». Dans un raisonnement par 'absurde, nous commengons par prendre la
négation de la proposition : « il existe un plus petit nombre rationnel strictement positif, disons r0 ».

p
Maintenant soitx = 70. Alors x est un nombre rationnel, et est strictement plus grand que 0, et x est

strictement plus petit que ro . Mais cela est absurde - contradictoire avec notre hypothese initiale que ro était
le plus petit nombre rationnel. Ainsi nous pouvons conclure que la proposition d'origine est nécessairement
vraie : il n'y a pas de plus petit nombre rationnel strictement plus grand que 0.

Il n'est pas rare d'utiliser ce type d'argument avec des propositions telles que celle cidessus, pour démontrer
la non-existence de quelque objet mathématique. Nous supposons que de tels objets existent, et ensuite nous
démontrons que cela nous mene a une contradiction ; ainsi, de tels objets n'existent pas. Pour des exemples,
voyez la démonstration que 2 est irrationnelle et la démonstration de la non-dénombrabilité de I'ensemble
des réels de Cantor (1874).

Il est important de noter que pour fournir une preuve valide, il doit étre démontré que pour une
proposition donnée p, non p implique une propriété qui est réellement fausse dans le systéme mathématique
utilisé. Le danger ici est d'utiliser un sophisme, ott nous montrons que non p implique une propriété q, qui
semble fausse, mais qui n'est pas vraiment démontrée comme fausse. Les exemples historiques de cette erreur
incluent la démonstration fausse du cinqui¢me postulat d'Euclide de la droite paralléle (aussi connu comme
le postulat de la parallele) & partir des autres postulats. L'échec de ces démonstrations a par la suite mené a
la géométrie non euclidienne.

Bien que l'on doive toujours préférer une démonstration directe, le raisonnement par l'absurde est
largement employé dans les démonstrations mathématiques fondées sur la logique classique, cependant pour
les mathématiciens intuitionnistes la démonstration que I'ajout de non p conduit a une contradiction ne
permet pas de construire une démonstration de p, mais seulement de non (non p), qui est plus faible.

En mathématique la démonstration par I'absurde serait apparue a I'époque pythagoricienne dans la
démonstration de l'irrationalité de v2 mais de fagon orale. C'est Euclide qui le premier officialisa la
démonstration par l'absurde en le diffusant dans ses écrits. C'est ainsi que dans les « Eléments » apparait
la premiere démonstration par l'absurde, montrant la proposition 6 du livre I : « Si deux angles d'un
triangle sont égaux l'un a l'autre les cotés opposés a ces angles seront aussi égaux 'un a I'autre ». Dans les
mathématiques modernes (Algebre, Arithmétique, Topologie, Géométrie différentiable,#) il est fréquent de
voir un théoréme ou une proposition démontrée par l'absurde

3.3.3 - Démonstration par ['absurde en logique

En logique mathématique, la déduction ad absurdum est représentée par :

SiSU {~#} #F, Alors S#P

Dans ce qui précede, P est la proposition que nous souhaitons démontrer et S est un ensemble d'assertions
qui sont données comme vraies ; celles-ci pourraient étre, par exemple, les axiomes de la théorie dans
laquelle nous travaillons, ou des théorémes que nous avons récemment établis et qui s'appuient dessus. Nous
considérons la négation de P en plus de S ; si ceci mene 4 une contradiction logique F, alors nous pouvons
conclure que des propositions de S, on déduit P.

Une démonstration par l'absurde est une démonstration qui prouve la vérité ou la fausseté d'une
proposition par la fausseté d'une conséquence. On distingue deux types de démonstration par I'absurde.

ler type : Preuve par l'absurde :

Dans ce cas on établit qu'une proposition est vraie en montrant que, si elle ne I'était pas, on arriverait a
une conséquence dont la fausseté est établie.

Clest ainsi, par exemple que sont démontrées la plupart des réciproques de théoremes.
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2e type: réduction a l'absurde:

On établit qu'une proposition est fausse en montrant que ses conséquences sont fausses. Cest par exemple
le cas de la démonstration de l'irrationalité de /2.

Dans les deux cas, et en particulier dans le second, on peut éprouver un sentiment d'insatisfaction : c'est
qu'en effet lalogique mathématique n'est pas lalogique naturelle ; elle n'autorise I'esprit a porter, sur ce qui lui
est présenté, que deux jugements : tenir la chose affirmée pour vraie ou pour non- vraie, toute autre attitude
étant exclue (on appelle ce refus d'une troisi¢me possibilité le « tiers exclus » ).

Ladémonstration parl'absurde repose donc sur le fait que le « non (non vrai) » ne saurait étre que vrai. Or
lalogique naturelle plus riche « souffre » de cette limitation qui ne permet aucune nuance entre l'affirmation
d'une chose et de son contraire : dire par exemple, « il n'est pas impossible que je vienne »-autrement dit,
« il est possible que je vienne » ne veut pas dire que je viendrai a coup str. L'insatisfaction que peut parfois
produire lalogique du tiers exclus ne touche pas que les « consommateurs » de mathématiques, mais aussi les
« producteurs », c'est a dire les mathématiciens. L'intérét de la « logique du tiers exclus » est sa maniabilité.

Il faut donc « oublier » dans une démonstration par l'absurde toutes les objections qui se présenteraient
al'esprit si ce mode d'argumentation ¢était présenté dans une discussion ordinaire.

4 - LIEN ENTRE DEMONSTRATION PAR I’ABSURDE ET D’AUTRES TYPES DE DEMONSTRATION

Dans cette partie nous avons fait une analyse de quatre types de démonstration afin d’établir les liens éventuels
qui existent entre eux. Il s’agit du syllogisme (ou déduction logique), de la démonstration par contraposée,
de la démonstration par récurrence et de la démonstration par 'absurde. Ce choix se justifie par le fait que
ce sont les types de démonstration fréquemment utilisés dans 'enseignement secondaire au Mali.

4.1 - Démonstration par déduction

Le principe de cette méthode de démonstration est le suivant : Pour démontrer qu’une propriété q est vraie
il suffit de trouver une propriété p qui vérifie les deux conditions suivantes : p est vraie, (p = > g) est vraie
La table de vérité de I'implication permet de conclure que q est vraie.

CADRE 1
Tableau de valeur
P q
ki \i Ki
Ki F F
F \i W
F F W

Source : les auteurs de cette recherche

Exemple : Pour démontrer par syllogisme que les médiatrices d’un triangle ABC sont concourantes, on
peut procéder comme suit :

Considérer le point O intersection des médiatrices d de [AB] et d’ de [AC].

O existe car (AB) et (AC) sont sécantes et d et d’ sont respectivement perpendiculaires 3 (AB) et (AC).
O appartient a la médiatrice d” de [BC] car OA=0B=0C. Donc les médiatrices sont concourantes. Ici la
propriété q & démontrer est : « Les médiatrices d’'un triangle ABC sont concourantes ».

La propriété p trouvée est :

« Le point d’intersection de deux médiatrices appartient a la troisi¢me médiatrice ».

166



ABOUBACAR BAMBA, ET AL. ETUDE EPISTEMOLOGIQUE DE LA DEMONSTRATION PAR LABSURDE

On voit bien que p est vrai (on I'a démontré) et que « p implique q » est vrai. Donc q est vrai c’est-3-dire
les médiatrices sont concourantes.

4.2 - Démonstration par contraposée

Pour démontrer que (p= > g) est vraie il faut (et il suffit) de montrer que (—¢= > — p) est vraie. Cest
lexploitation de[(p= > ¢)< = >(-¢g= > - p)]vraie.

CADRE 2
Tableaux de valeurs
P q ¥ —q (p=q) | (~gq=>—p)
V' \% F F v v
\Y F F \% F F
F \'% A" F \" v
F F v L% v v

Source : Les auteurs de cette recherche

Exemple : Soit 4 démontrer par contraposée la propriété : « Sin est un entier naturel strictement positif
alors n* + 1 n’est pas le carré d’un entier naturel ». On suppose que n® + 1 est le carré d’un entier naturel et
on démontre que n=0n2+ 1=a2= >a2-n2=1 (ot a est un entier naturel)

=>(a-nfa+n)=1=>a-n=letatn=1= >a=1=>n=0

La propriété a démontrer est de la forme : « p implique q » avec p = « n est un entier strictement positif
» et q = « n” + 1 n’est pas le carré d’un entier naturel ».

Nous avons démontré « non q implique non p » avec non q =« n? + 1 est le carré d’un entier naturel »
et non p =« n=0 » qui est la démonstration par contraposée de « p implique q ».

4.3 - Démonstration par récurrence

Pour démontrer par récurrence qu’une propriété P(n) est vraie pour tout n, on procéde comime suit : on
vérifie que P(n,) (1 2 no) est vraie, on suppose que P(n) est vrai et on démontre que (p(n)= > p(n+ 1)) est
vraie.

Exemple :
1

On considere la suite (Un) définie par Uy=4 et pour tout n,U ;= 7 U,+ 6. Démontrer par récurrence

U,= (—l)n_l+8
que, pour tout n, U, = -(7

Vérifions pour n=0
!
Ujy=4=- (Z) +8= -4+ 8. Donc la propriété est vraie pour n=0.
n-1
Supposons que la propriété est vraie jusqu’a 'ordre n c’est-a-dire U, = - (Zl) +8 et démontrons qu’elle

n_
est vraie  lordre n+1c%est A direU 4 = - (—1) +8.

)
U= ZIU,,+ 6= Zl -(%)n_l+ 8]+ 6= [-(Zl)n+ 2]+ 6= -(Zl)n-+ 8. Lci la propriété & démontrer est : P(n)
= « Pour toutn, U,,= -(Zl)n_l+ 8 »
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Supposer que P(n) est vrai et démontrer que P(n+1) est vrai, c’est démontrer que « P(n) implique P(n
+1) » est vrai.

4.4 - Démonstration par 'absurde

Pour démontrer par I'absurde qu'une proposition P est vraie. On part de 'hypothese « P fausse »=a. Par un
raisonnement logique, déduire de « a » une conséquence q c’est-a-dire montrer que (@ = > g) est vraie. Ainsi
avec a vraie et (@ = > g) vraie, on obtient par syllogisme (q vraie), q sera choisie de telle fagon que le résultat
(q vraie) entre en contradiction avec un résultat déja démontré (théoreme, définition, etc...)

Cette situation contradictoire met en cause 'hypothése de départ (puisque le raisonnement est logique).
On conclut alors que 'hypothése de départ est fausse c’est-a-dire que (P fausse) est fausse ; donc P est vraie.

Exemple : Soit 3 démontrer par 'absurde la propriété : « Si n® est un entier naturel pair alors n est un
entier naturel pair».

Supposons que n? est un entier naturel pair et n n’est pas un entier naturel pair.

n* =2p et n=2q+1

n’+n =2p+2q+1

n(n+1) =2(p + q)+1

Ce qui signifie que n(n+1) est impair c’est-3-dire que n+1 est impair qui contredit « n impair ». Donc si
n’ est un entier naturel pair alors n est un entier naturel pair, ici la propriété P & démontrer est : « Si n*est
un entier naturel pair alors n est un entier naturel pair»

L’hypothése « a » est « n*est un entier naturel pair et n n’est pas un entier naturel pair>. La conséquence
qest: « n+1 estimpair », q vrai entre en contradiction avec la propriété « sin est impair alors n+1 est pair »

Nous constatons que les quatre types de démonstration ont en commun le méme type de tiche a savoir la
démonstration d’une implication. Ce qui justifie en partie, d’'une part la possibilité de passer de la déduction
logique 4 la démonstration par 'absurde et vis-versa, et d’autre part, la confusion entre la démonstration par
Iabsurde et la démonstration par contraposée.

5 - TYPES DE PROBLEMES METTANT EN JEU LA DEMONSTRATION PAR L ABSURDE

Dans cette partie, nous nous intéresserons au registre de formulation des énoncés, a la formulation des
questions et ala présence de 'implication et des quantificateurs dansles énoncés. Selon que les quantificateurs
et 'implication sont présents dans les énoncés du registre de la langue ou dans ceux du registre des symboles,
les difficultés de résolution d’un probléme peuvent varier.

5.1 - Classification des problémes

- Classification suivant le registre de formulatio

Selon le registre de formulation nous avons classé les énoncés en deux groupes a savoir :
-les énoncés formulés dans le registre de la langue naturelle
-les énoncés formulés dans le registre des symboles
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- Classification suivant la formulation de la questi
Selon la formulation de la question nous avons classé les énoncés en trois groupes a savoir :
Enoncés a questions ﬁrmés

Nous appelons question fermée une question ayant un seul but. Elle est formulée sous la forme : montrer
que, démontrer que, vérifier que, ou sous forme d’affirmation.

Exemple 1 : Montrer qu’un triangle est rectangle.

Ici, il un y a un seul but a savoir : le triangle est rectangle.

Exemple 2 : Vérifier que entier N est pair.

Ici, il y a un seul but a savoir : I'entier N est pair.

Exemple 3 : y/2 est irrationnel (affirmation).

Ici, il un y a un seul but a savoir : \2 est irrationnel

Enoncés a questions semi-fermées/semi-ouvertes

Nous appelons question semi-fermée (ou semi-ouverte), une question ayant deux buts possibles.
Elle est formulée sous la forme : ...est-il... ? (...est-elle ...2), est-ce que... ? etc...
Exemple 1: Le triangle ABC est-il rectangle ?
Ici il y a deux buts possibles 4 savoir : le triangle est rectangle, le triangle n’est pas rectangle.
Exemple 2 : Est-ce que 2 est irrationnel ?
Ici il y a deux buts possibles 4 savoir : y2 est irrationnelle, v/2 n’est pas irrationnelle.

Enoncés a questz'om ouvertes

Nous appelons question ouverte, une question ayant au moins trois buts possibles. Elle est formulée sous la
forme : quel (le) est... ? Comment... ?, quand... etc..

Exemple 1: Quelle est la nature du triangle ABC ?

Iciily a cing buts possibles a savoir : le triangle est rectangle, le triangle est isocele, le triangle est équilatéral,
le triangle est quelconque.

Exemple 2: Comment varie la fonction f?

Iciil y a quatre buts possibles a savoir : la fonction fest croissante, la fonction f est décroissante, la fonction
f est constante, la fonction f n’est ni croissante ni décroissante ni constante.

La catégorisation des questions nous a permis de faire une classification des démonstrations par 'absurde
en introduisant la notion de démonstration par 'absurde directe relative aux questions fermées et la notion
de démonstration par I'absurde indirecte relative aux questions semi-fermées (ou semi-ouvertes). Quant
aux questions ouvertes elles constituent une limite pour la démonstration par I'absurde c’est-a-dire que son
utilisation n’est pas pertinente.

Classification suivant la présence de l'implication et des quantificateurs

L’implication est présente dans les énoncés formulés dans le registre de la langue sous la forme si...alors... et

dans les énoncés formulés dans le registre des symboles a travers T=>"
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Le quantificateur universel est présent dans les énoncés formulés dans le registre de la langue sous la forme
« pour tout... » ou « quel que soit... » et dans les énoncés formulés dans le registre des symboles a travers "#"

Le quantificateur existentiel est présent dans les énoncés formulés dans le registre de la langue sous la forme
« il existe au moins... » et dans les énoncés formulés dans le registre des symboles a travers "#"

Les énoncés sont donc classés en huit groupes a savoir :

- Enoncés ne contenant ni I'implication ni un quantificateur
- Enoncés contenant 'implication seulement
- Enoncés contenant le quantificateur universel seulement
- Enoncé contenant le quantificateur existentiel seulement
- Enoncé contenant I'implication et le quantificateur universel
- Enoncé contenant I'implication et le quantificateur existentiel
- Enoncé contenant le quantificateur universel et le quantificateur existentiel
- Enoncé contenant I'implication, le quantificateur universel et le quantificateur existentiel.

Classification des types de démonstration par l'absurde

Démonstration par [absurde direct :

Nous appelons démonstration par I'absurde directe, toute démonstration par 'absurde relative a une
question fermée. Le but étant connu, il suflit d’ajouter la négation de la question posée aux hypothéses pour
aboutir 4 la contradiction.

Démonstration par labsurde indirect :

Nous appelons démonstration par I'absurde indirecte, toute démonstration par 'absurde relative a une
question semi-fermée (ou semi-ouverte). La question ayant deux buts possibles, deux choix C1 et C2
s'imposent :

Supposer que C1 est vrai c’est essayer de démontrer par I'absurde que C1 est faux. Si le raisonnement
aboutit 4 une contradiction, on a une démonstration par 'absurde. Sinon la démonstration par I'absurde
s’'obtient en supposant que C2 est vrai.

Exemple de démonstration par I'absurde indirecte : Soit P la proposition suivante :

« Si n est un entier impair alors n” est un entier impair ». La proposition P est-elle vraie ? Utiliser la
démonstration par 'absurde

Ici la question est semi-fermée (ou semi-ouverte). En effet il y a deux buts possibles a savoir la proposition
P est vraie, la proposition P n’est pas vraie.

Supposer que P est vraie, Cest essayer de démontrer par 'absurde que P est fausse. Dans ce cas on procede
comme suit: Supposons que n est impair et démontrons que n2 est impair

2
n=2p+1=>n2=(2p+1) =4p2+4p+1=2(2p2+2p)+1
Ce qui montre bien que n2 est impair .Cette démonstration n’est pas une démonstration par 'absurde.
En revanche, supposer que P est fausse, c’est essayer de démontrer par 'absurde que P est vraie. Dans ce
cas on procéde comme suit :
n=2p+1
2_ 2
n" = (2p+1)
n® =4p*+4p+1
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n*=2(2p*+2p) +1
2 . . C . d. l)h h\ 2 > . . d/ . b.
Donc n* est impair. Ce qui contredit hypothése n” n’est pas impair. La démonstration est bien une
démonstration par I'absurde. Nous constatons que selon le choix du but, on a une démonstration par
déduction ou une démonstration par 'absurde d’ot 'aspect indirect.

6 - ANALYSE INSTITUTIONNELLE DE LA DEMONSTRATION PAR I ABSURDE

L’enseignement fondamental 2e Cycle au Mali comporte trois classes : 7e, 8¢, 9¢ .Aucun des programmes
de ces classes ne parle de la démonstration par I'absurde. Cependant 'utilisation est rencontrée dans les
pratiques.

L’enseignement secondaire général au Mali comporte trois niveaux a savoir : 10e, 11e et terminale. Le
niveau 10e comporte une seule série (10e commune) et le niveau 11e comporte trois séries : 11e science, 11e
lettre, 11e science économique et sociale.

Le niveau terminal comporte six séries : terminale science exacte, terminale science expérimentale,
terminale science économique, terminale science humaine, terminale lettre et langue, terminale art et lettre.

Aucun des programmes de ces différentes séries ne fait cas de la démonstration par I'absurde ni comme
objet d’enseignement ni comme outil d’enseignement. Cependant la démonstration parI'absurde est souvent
utilisée comme outil pour la résolution de certains problemes dans cet ordre d’enseignement.

On peut donc conclure que dans le syst¢me éducatif malien la démonstration par 'absurde n’est pas un
¢élément de programme avant 'Enseignement Supérieur.

Par rapport aux manuels scolaires, notre analyse a porté sur deux collections dont un au niveau de
enseignement fondamental 2e cycle et un au niveau de I'enseignement secondaire général. Il s’agit de la
collection Institut Pédagogique National Bamako (I.P.N Bamako) pour I'enseignement fondamental 2e
cycle et la Collection Inter Africaine de Mathématiques (CIAM) pour I'enseignement secondaire général.
Ce choix se justifie par le fait que ces deux collections constituent les outils de base pour les deux ordres
d’enseignement au Mali.

La collection Institut Pédagogique National Bamako (IPN Bamako) du niveau fondamental 2e cycle
comporte trois livres (7e année, 8¢ année et 9e année). Cest dans le livre de 8¢ année que la démonstration
par I'absurde est utilisée. Cette utilisation est explicite dans certains cas et implicite dans d’autres.

Dans 1" exemple des figures 1 et 2, nous avons un exemple d"utilisation explicite de | démonstration par 1
‘absurde ott on demande aux éleves de prouver que les médiatrices d’un triangle sont concourantes.
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4. Des propriétés importantes de la médiatrices d’un segment

a. Construis a la régle et a I'équerre la médiatrice d'un segment [AB].
Controle 3 I'aide du compas que chaque point de la médiatrice est
équidistant des extrémités A et B du segment.

b. Construis au compas des points équidistants des extrémités A et B
d'un segment [AB]. Controle a la régle et a I'équerre que ces points
sont situés sur la médiatrice de [AB].

Tu admettras les deux propriétés :

Tout point situé sur la médiatrice d’'un segment est équidistant des
extrémités du segment. (a)

Tout point équidistant des extrémités d’un segment est situé sur la
meédiatrice du segment. (b)

Remarque :
La deuxiéme propriété s'appelle la réciproque de la premiére propriété.

FIGURE 1
Exemple de 1 utilisation de la démonstration par | 'absurde
IPN Bamako (1991, p.61)

2. Une propriété remarquable des médiatrices d'un triangle
Construis les médiatrices d'un triangle. Tu remarques qu'elles semblent se couper
toutes les trois en un méme point. (On dit habituellement que des droites qui

& coupent &n un méme point sont concourantes.) Il s'agit maintenant de
prouver & l'aide d'un raisonnement que cette propriété est vraie quel que soit
le triangle

L'hypothése du probléme est la suivante :

{.hBC est un triangle.

1 d est la médiatrice de [AB]. Fig. 2
| d' est la médiatrice de [BC].
d” est la médiatrice de [AC).

La conclusion est :

C: d d, d° sont concourantes

Pour passer de H & C, achéve le raisonnement dont voici le début :
d et d' se coupent en un point O sinon A, B, C seraient alignés. En
effet si d et d' étaient paralléles, les droites (CB) et (AB). étam
respectivement perpendiculaires & d’ et d, auraient la méme direction ;
démontre que (CB) et (AB) seraient confondues.
Tu viens de prouver que le point O existe,

FIGURE 2

Démonstration par | “absurde de la propriété des médiatrices d “un triangle
IPN Bamako (1991, p.62)

Dans ce texte I'absurde est identifiée a travers expression « sinon A, B, C seraient alignés ». Elle est
utilisée pour montrer que d et d’ sont sécantes.

Dans le méme livre la démonstration par 'absurde est utilisée de fagon implicite pour prouver que les
hauteurs sont concourantes. En effet les auteurs recommandent ['utilisation du théoréme 2 : « le cercle
circonscrit 4 un triangle a pour centre le point de concours des médiatrices du triangle » qui est une
conséquence du théoréme 1 :« les médiatrices d’un triangle sont concourantes ». Aucun exercice de la
collection ne recommande 'utilisation de la démonstration par I'absurde. Les auteurs ont utilisé 'absurde
sans pour autant la définir.

Quant a la collection Inter Africaine de Mathématiques (CIAM) du niveau secondaire général, nous
observons qu’elle comporte huit livres a savoir : 2¢ S, 2¢ lettre, lere SM, lere SE, lere lettre, Terminale SM,
Terminale SE, Terminale lettre. Cest dans le livre de 2e S que la démonstration par I'absurde est utilisée de
facon explicite dans la démonstration de I'irrationalité de la racine carrée de 2 . Son principe est défini dans
le livre et son utilisation est demandée dans la résolution de certains exercices, comme celui de la figure 3.
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Irrationalité de . 2
= Supposons que J2 soit un nombre rationnel. On peut alors trouver une fraction irréductible % telle
que : % = /2 . On en déduit que : a® = 2h2.

Les tableaux suivants donnent le chiffre des unités de a? et de 2b* en fonction du chiffre des unités des
mombres a et b :

Chiffre des unités
i a o 1 [ 2 | 3 | 4 | 5 s 7 8 9
s 0 | 1 | 4 | 9 | e 5 - 9 4 1
Chiffre des unités
b 0 1 | e | 3 4 S 6 7 8 9
b 0 1 4 | 9 6 5 [ 9 4 1
bt 0 9 8 | 8 | @ 0 F] B 8 2

a? = 2b% ne peut étre vrai que lorsque a et b se terminent par 0 ou lorsque a se termine par 0 et b par 5.
Dans les deux cas, a et b seraient alors tous les deux multiples de 5, ce qui est comtradictoire puisque 5

est irréductible. . - )
Ainsi, si /2 était un nombre rationnel, on aboutirait & une contradiction. .2 est domc on nombre irra-

tionnel.

¥

FIGURE 3
Démonstration de | “irrationnalité de
Collection CIAM 2e Sciences p.79, 1997

Il ressort de I'analyse institutionnelle que contrairement aux programmes, les manuels scolaires font cas de
la démonstration par I'absurde. Sila collection IPN passe sous silence une définition de la démonstration par
Iabsurde, la collection CIAM définit son principe et demande son utilisation dans des exercices. Il faut tout
de méme signaler que la démonstration commence dans le systeme éducatif malien 4 partir de la 8e année. On
peut donc se demander pourquoi ce décalage entre les documents officiels et les manuels scolaires a propos
de la démonstration par 'absurde ?

CONCLUSION GENERALE

Comme signalé dans I'introduction, dans la conclusion nous faisons cas des résultats obtenus par rapport
a nos questions de recherche. En faisant une étude épistémologique, notre objectif était de parler de
la démonstration de fagon générale et de la démonstration par 'absurde en particulier. Cest ainsi que
nous avons essay¢ de donner une définition de la démonstration et d’évoquer quelques techniques de
démonstration a savoir : ladémonstration directe, la démonstration inductive, la démonstration parl'absurde
la démonstration déductive, la démonstration constructive. Parlant de la démonstration par I'absurde il est
fait cas de :

- la démonstration par l'absurde positive, quand la conclusion affirme la vérité d'une proposition, non en
I'écablissant directement par une démonstration tirée de la nature méme de la chose, mais indirectement,
en faisant voir que la proposition contraire est absurde. Nous avons évoqué les limites de ce mode de
démonstration et son application en mathématique ;

-la démonstration par I'absurde négative qui consiste a faire ressortir que la proposition a réfuter conduit a
des conséquences absurdes car impossibles (contradictoires avec elles-mémes ou avec d'autres principes admis
comme vrais) ;
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-la preuve parI'absurde qui consiste a établir qu'une proposition est vraie en montrant que, si elle ne I'était
pas, on arriverait & une conséquence dont la fausseté est établie (démonstration de la plupart des réciproques
de théoremes) ;

- La réduction a I'absurde qui consiste a établir qu'une proposition est fausse en montrant que ses
conséquences sont fausses (démonstration de l'irrationalité de ) ;

Cette typologie de la démonstration par I'absurde nous permet d’affirmer que la logique mathématique
n'est paslalogique naturelle, car elle n'autorise I'esprit a porter, sur ce quilui est présenté, que deux jugements :
tenir la chose affirmée pour vraie ou pour non vraie, toute autre attitude étant exclue (le tiers exclus).

Nous avons analysé les liens éventuels entre les types de démonstration rencontrés fréquemment dans
Penseignement secondaire au Mali ; il s’agit de la démonstration par déduction, la démonstration par
contraposé, la démonstration par récurrence et la démonstration par 'absurde. I ressort de cette analyse
que les quatre types de démonstration ont en commun le méme type de tiche A savoir la démonstration
d’une implication. Ce qui justifie en partie, d’'une part la possibilité de passer de la déduction logique 4 la
démonstration par 'absurde et vis-versa, et d’autre part, la confusion entre la démonstration par 'absurde
et la démonstration par contraposée

Pour étudier la démonstration par I'absurde par rapport a 'enseignement, nous avons analysé d’une part
les documents officiels (programmes et savoir-faire) au niveau de I'enseignement fondamental 2e cycle et
de I'enseignement secondaire général au Mali, d’autre part les manuels de deux collections dont 'un au
niveau fondamental et 'autre au niveau secondaire. Cette analyse nous a permis de constater qu’aucun des
documents officiels des deux niveaux d’enseignement cités ci-dessus ne fait cas de la démonstration par

labsurde.

S’agissant des manuels scolaires le constat est le suivant :

- niveau fondamental : un seul manuel sur les trois de la collection utilise la démonstration par I'absurde dans
les exercices et les activités sans pour autant la nommer.

- niveau secondaire : comme au niveau fondamental un manuel sur huit utilise la démonstration par
I'absurde sans la nommer.
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