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Resumo: Neste trabalho sio expostos os resultados de
uma investiga¢io qualitativa, em andamento, cujo objetivo ¢
apresentar ¢ explorar as possibilidades educacionais no que
concerne & ocorréncia de cendrios para investigagdo, que possam
ocasionar a Educagio Matemdtica Critica, por meio do “Jogo
da Corrida dos Cavalos”. O jogo ¢ baseado nas concepgoes
de Skovsmose (2000, 2001, 2006, 2008) e é relacionado aos
eixos temdticos de Probabilidade ¢ Estatistica, como propoe
a Base Nacional Comum Curricular (BNCC). A exploracio
¢ a apresentagio das questdes envolvidas nos cendrios sio
feitas de forma investigativa, analisando as diversas estratégias
de resolugio, contrapondo-se ao paradigma do exercicio e ao
ensino tradicional. Além disso, na exploragio dos possiveis
cendrios, os recursos tecnoldgicos, em especial o computador,
tiveram um papel de destaque, visto que foi implementada uma
simulagio que auxiliou nas questdes de tratamento analitico
mais complexo. Sob a perspectiva das abordagens investigativas,
assim como dos pressupostos teéricos da Educagio Matemdtica
Critica, conseguimos constatar as potencialidades dos cendrios
para investigagio e dos recursos tecnolégicos para uma possivel
acdo pedagdgica em sala de aula.

Palavras-chave: Probabilidade, Cendrios para Investigacio,
Educagio Matemdtica Critica, Recursos Computacionais.

Abstract: scenarios for investigation with the horse racinggame :
In this work, the results of an ongoing qualitative investigation
are exposed, whose objective is to present and explore the
educational possibilities for the occurrence of scenarios for
investigation, through the “Horse Racing Game”, which can
cause Critical Mathematical Education. The game is based on
the conceptions of Skovsmose (2000, 2001, 2006, 2008) and
is related to the thematic axes of Probability and Statistics, as
proposed by the National Common Curricular Base (BNCC).
The exploration and presentation of the issues involved in the
scenarios are done in an investigative way, analyzing different
strategies of resolution, opposing the exercise paradigm and
traditional teaching. In addition, in the exploration of possible
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scenarios, technological resources, especially the computer,
played a prominent role, since a simulation was implemented,
which helped with issues that have a more complex analytical
treatment. From the perspective of investigative approaches, as
well as the theoretical assumptions of Critical Mathematical
Education, we were able to verify the potential of the scenarios
for investigation and the technological resources for a possible
pedagogical action in the classroom. Keywords: Probability.
Landscapes of Investigation. Critical Mathematical Education.
Computational Resources. Educacién Matemdtica critica y uso
de tecnologias: escenarios de investigacion con el juego de
carreras de caballos

Resumen: Este trabajo expone los resultados de un analisis
cualitativo en curso, cuyo objetivo es presentar y explorar
las posibilidades educacionales con respeto a ocurrencia de
escenarios investigativos, que pueden resultar en Educacién
Matematica Critica a través del “Juego de Carrera de Caballos”.
El juego se basa en los conceptos de Skovsmose (2000, 2001,
2006, 2008) y se relaciona los ejes temdticos de Probabilidad y
Estadistica, segn la Base Nacional Comiin Curricular (BNCC).
La exploracién y la presentacion de las cuestiones envueltas en
los escenarios se realizan de manera investigativa, de suerte que se
analiza las diversas estratégicas de resolucion, y contrapéndosela
al paradigma del ejercicio y a la ensefianza tradicional. Ademds,
en el rastreo de los posibles escenarios, los recursos tecnoldgicos,
en especial el computador, fueron preponderantes, una vez que
se implement6 una situacién que favorecié en las cuestiones
de tratamiento analitico mas complejo. Bajo las perspectivas de
los enfoques investigativos, tal como los presupuestos tedricos
de la Educacién Matemadtica Critica, conseguimos comprobar
el potencial de los escenarios de investigacion y de los recursos
tecnoldgicos de una posible accién pedagdgica en clase de aula.

Palabras clave: Probabilidad, Escenario de Investigacion,
Educaciéon Matemdtica Critica, Recursos Computacionales.

1. INTRODUGAO

O presente artigo propoe-se a apresentar e explorar possiveis cendrios para investigacio no jogo pedagdgico
chamado de “Jogo da Corrida de Cavalos”, sugerido pelos autores que se baseiam nas ideias de Skovsmose
(2000), alvitrando novas possibilidades educacionais a fim de exercer a Educagio Matemitica Critica. A
motivagio para o estudo desse jogo originou-se de uma experiéncia anterior dos autores, em que obtiveram
resultados pedagdgicos positivos ap6s sua aplicagio em turmas do ensino basico.

Segundo Skovsmose (2000), um cendrio para investigagio ¢ um ambiente que pode dar suporte a
um trabalho de investigagio. Contrapondo-se ao paradigma do exercicio, em que os alunos permanecem
condicionados a sua resolugio, nos cendrios para investigagao, eles sao convidados a se envolverem em um
processo de exploracao do problema em questao, fazendo com que assumam uma postura mais ativa em seu
processo de aprendizagem.

Logo, as abordagens investigativas estio estritamente relacionadas a corrente educacional denominada
Educacio Matemdtica Critica. Segundo Teres (2014), dentre as caracteristicas dessa corrente, estd a
preocupagio com o desenvolvimento de competéncias que tornem o aluno capaz de interpretar e agir numa
situagao social e politica estruturada pela Matematica.
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Sobre a abordagem investigativa realizada neste trabalho, faremos uso intenso do computador no auxilio
a investigacao das questdes que serdo verificadas, porque a utilizagao de recursos computacionais permite
novos caminhos na busca por solugoes. Borba e Villareal (2005) destacam a investigagio com computador
como uma situagao em que existe: “...a possibilidade de testar uma conjectura usando um grande niimero de
exemplos e a chance de repetir os experimentos, devido ao répido feedback dado pelos computadores”. Além
disso, a investigacio com meios tecnoldgicos permite o desenvolvimento do pensamento computacional,
habilidade que vem ganhando importincia na Educacio Matematica. Nesse sentido, a Base Nacional
Comum Curricular (BNCC) determina que:

os estudantes devem utilizar conceitos, procedimentos e estratégias nio apenas para resolver problemas, mas também para
formulé-los, descrever dados, selecionar modelos matematicos e desenvolver o pensamento computacional, por meio da
utilizagdo de diferentes recursos da drea. (BRASIL, 2018, p. 470).

Dessa forma, entendemos que o jogo chamado de “Jogo da Corrida dos Cavalos” pode ser utilizado como
ferramenta para verificar as potencialidades do uso de recursos tecnoldgicos no contexto das abordagens
investigativas. Machado ez a/ (2020) aplicaram o jogo, em formato de tabuleiro fisico, em sala de aula e
verificaram seu potencial pedagdgico na aprendizagem dos eixos temdticos de Probabilidade e Estatistica
de alunos do ensino médio. No presente artigo, implementamos uma simulagao computacional do jogo
para auxiliar no tratamento de novos possiveis cendrios para investigacao em sala de aula a fim de conduzir
a uma Educagéo Matematica Critica. Nessa perspectiva, os cenarios tentam responder a seguinte questio
norteadora: Como o “Jogo da Corrida dos Cavalos” e os recursos tecnoldgicos podem ser utilizados para
provocar Educagao Matemitica Critica através de abordagens investigativas para o ensino de Probabilidade
e Estatistica?

Portanto, o objetivo desse trabalho é apresentar e explorar as possibilidades educacionais para a ocorréncia
de cenérios para investigagdo, que possam ocasionar a Educagéo Matematica Critica, por meio do “]ogo da
Corrida dos Cavalos”. Ao propor cendrios para investigacao detalhados, oferecemos suporte ao professor
que deseje utilizar o “Jogo da Corrida dos Cavalos” como convite para uma abordagem investigativa em suas
aulas''). No blog, 0 docente que desejar aplicd-lo em sala de aula poderd encontrar uma versao digital animada,
bem como a simulagao computacional mencionada, a qual permite fazer com que o computador execute um
numero muito grande de partidas e exiba as estatisticas associadas aos resultados do jogo.

No que concerne 2 divisdo do artigo, essa se faz através da seguinte organizagio: na se¢io Educagio
Matemdtica Critica, Cendrios para Investigagio e Tecnologias, sio apresentados os principais conceitos
relacionados s abordagens investigativas, bem como ¢é realizada uma breve discussao sobre o uso de tecnologia
em sala de aula; em Aspectos Metodoldgicos, apresentamos a metodologia de abordagens investigativas proposta
por Alro ¢ Skovsmose (2006) ¢ as informagdes da confeccao do jogo; em Discussio sobre as possibilidades
educacionais do jogo, apresentamos e exploramos possiveis cendrios com o computador tendo um lugar de
destaque na condugio das investiga¢oes, bem como das andlises e, nas Consideragoes Finais, sintetizamos as
reflexdes sobre o trabalho realizado, além de apresentar propostas para trabalhos futuros.

2. EDUCAGAO MATEMATICA CRIiTICA, CENARIOS PARA INVESTIGAGAO E TECNOLOGIAS

2.1. CENARIOS PARA INVESTIGAGAO E A EDUCAGAO MATEMATICA CRITICA

Para Skovsmose (2000), um cendrio para investigago ¢ um ambiente de aprendizagem que vem a contribuir
para o desenvolvimento de um trabalho de investiga¢io, de modo a levar os participantes a conjecturar,
questionar, investigar e refletir com agoes que os conduzam, durante todo o processo de aprendizagem, auma
autonomia critica.
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O conceito de cendrios para investigacao esta relacionado com as ideias da Educa¢io Matematica Critica,
a qual fundamenta-se em ideias da teoria Social-Histérico e Critica da Educacao, pressupondo relagoes
estabelecidas entre a sociedade, a tecnologia ¢ o progresso. A Educa¢io Matemitica assume sua dimensao
critica quando promove a autonomia no conjecturar, N0 pensar € no agir dos sujeitos envolvidos no
processo educacional, sendo capaz de conduzi-los a a¢oes de enfrentamento de conflitos e crises da sociedade,
tornando-os cidadios conscientes em seus papéis social, cultural e politico (Skovsmose, 2001).

Para o desenvolvimento investigativo numa perspectiva critica, Skovsmose (2000) sugere refletir sobre os
dois paradigmas que permeiam as praticas de sala de aula: a pratica investigativa, no contexto da Educacio
Matemitica Critica, em oposi¢ao as ideias da Educagao Matematica Tradicional, centrada na atividade de
exercicios.

Mover-se do paradigma do exercicio em dire¢ao ao cendrio para investigagio pode contribuir para o enfraquecimento da
autoridade da sala de aula tradicional de matemdtica e engajar os alunos ativamente em seus processos de aprendizagem.
(Skovsmose, p. 66, 2000).

Skovsmose identificou seis (6) modelos que sio obtidos com a combinagio das referéncias: matemdtica
pura, semi-realidade e realidade associadas com os paradigmas das praticas das salas de aula: exercicios ou
cenérios de investigagio. A Tabela 1, a seguir, mostra um resumo dessas seis (6) possibilidades.

TABELA 1
Paradigmas de praticas de sala de aulas

Cenarios de

Sermi-realidade

Referéncias

artificiais. ©
urlico objetivo é
chegar a
solugdo Urnica.

Exercicios . -
investigacan
Exercicios Investigactes
Matermatica apresentados numéricas
Pura o cont:egto da reahzadqs -;om
ITIAtETNAtica papel e lapis ou
[ura. computador,
Problemas
artificiais, mas
Situagies fue permitern

exploragdes e
Jjustificativas.
Podern gerar
outras questies e
estratégias de
solugao.

EFealidade

Exercicios
baseados na
vida real, mas
as questdes
decorrentes dele
nao sao

Atividades de
investigagao que
podermn usar
recursos
tecnoldgicos e
Irateriais
ranipulativos.
s problermas 580
relacionados ao
cotidiano dos

Investigativas.
alunos e
formulados com
a participacac
deles.
Skovsmose (2008)

Sabemos que nio ¢ uma tarefa ficil motivar os alunos a participarem, ativamente, em seus processos de
aprendizagem. Um determinado cendrio pode ser um grande atrativo para um grupo de alunos, mas para
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outro nio ser nada convidativo e interessante. Portanto, se um certo cendrio sera investigativo ou nao, isso
serd evidenciado através da pratica dos alunos e professores envolvidos.

O engajamento dos alunos a um cendrio de investigacao ¢ proveniente, fundamentalmente, da aceitagao.
A aceitagao do convite 4 investigacio, segundo Skovsmose (2008), depende de fatores, como prioridade dos
estudantes no momento do convite, natureza da investiga¢ao ¢ modo como o convite ¢ feito. Nesse sentido,
segundo Freire (1970), “os contetidos e metodologias em uma educagio critica precisam ser desenvolvidos,
com os estudantes, na busca de ideias e de experiéncias que deem significados as suas vidas”.

Sob os pressupostos acima, localizamos nossas propostas de investigagio levantando convites e
possibilidades de exploracoes para sala de aula em atividades que promovam reflexao e autonomia critica
no pensar, inclusive, no que concerne 4 emancipagao dos alunos quanto ao uso de recursos tecnoldgicos.
Considerando a importancia que tais recursos assumirao ao longo do presente artigo, apresentaremos uma
breve discussio sobre o uso de tecnologias no ensino de Matematica.

2.2 Os REcursos TECNOLOGICOS NO ENSINO DE MATEMATICA

No Brasil, encontram-se pesquisas de educadores matemdticos como D ’Ambrdsio (1999), que associam a
introdugao das novas tecnologias no ensino a possibilidade de quebra do paradigma vigente a época — o ensino
tradicional, baseado na repetigao de exercicios e memorizagio de férmulas — para uma transformagao do
ensino de Matemdtica, mais condizente com a evolugao da sociedade contemporanea.

Com a disponibilidade das calculadoras e dos computadores, o ensino de ciéncias ¢ de matemdtica deve mudar radicalmente
de orientagio. Uma vez aceita a calculadora sem restri¢oes, estaria desfeito o né gérdio da educagio de hoje. Isto porque
a calculadora sintetiza as grandes transformagoes de nossa era e a entrada de uma nova tecnologia em todos os setores da
sociedade. A incorporagio de toda a tecnologia disponivel no mundo de hoje ¢ essencial para tornar a Matemdtica uma

ciéncia de hoje (D "AMBROSIO, 1999, p. 1-2).

Nesse sentido, as pesquisas em Educa¢io Matemdtica passam a convergir nio para o se, mas para 0 como
se dard o aproveitamento das novas tecnologias. Giraldo (2004), por exemplo, ratifica essa concepgao:

aquestdo a ser investigada nao ¢ se a tecnologia ¢ benéfica ao ensino, mas como planejar uma abordagem pedagégica de forma
a exploré-la de forma benéfica, fazendo uso positivo de suas potencialidades e limitagoes (GIRALDO, 2004, p. 46).

Consequentemente, entendemos que o aproveitamento das novas tecnologias — calculadora, planilhas
eletronicas, soffwares de geometria dinimica, plotadores de graficos e afins — deve ser planejado dentro
de um contexto mais amplo, entrelagado ao planejamento politico-pedagdgico das escolas e baseado nas
Teorias de Aprendizagem atuais, cujos focos estao centrados no aluno. Portanto, o professor pode instigar
discussoes em relagao aos objetos de estudo e utilizar os recursos tecnoldgicos, por exemplo, para verificagao
de conjecturas, colaborando para o desenvolvimento de uma das competéncias especificas da Matemdtica
previstas na BNCC:

Investigar e estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades matemdticas, empregando recursos e
estratégias como observagdes de padroes, experimentagoes e tecnologias digitais, identificando a necessidade, ou nao, de uma
demonstracio cada vez mais formal na validagdo das referidas conjecturas (BRASIL, 2018, p. 523).

Outra vantagem da utilizagio dos recursos tecnoldgicos estd previstana BNCC (2018, p. 526), pois essa “...
possibilita aos estudantes aprofundar sua participacio ativa no processo de resolugao de problemas.” Assim,
os alunos passam a ser investigadores dos objetos de estudo e tém maior liberdade de formular suas préprias
questoes. Além disso, as experiéncias que utilizam recursos tecnoldgicos “refor¢am a capacidade de raciocinar
logicamente, formular e testar conjecturas, avaliar a validade de raciocinios e construir argumentagoes.

(BRASIL, 2018, p. 526)”.
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A tecnologia, a luz da Educag¢ao Matematica Critica, revela-se como uma ferramenta, nao somente para
gerar interesse € uma maior participagao dos alunos, mas, também, para auxiliar a Matematica a promover a
constru¢ao de conhecimentos, valores e atitudes, favorecendo os estudantes na sua autonomia como cidadios
diante de uma sociedade cada vez mais automatizada.

Nos cendrios que apresentaremos mais adiante, a exploragao utilizard de forma intensiva os recursos
tecnoldgicos, em especial, o computador. A abordagem computacional permitird ao aluno perceber o
potencial ganho na aplicabilidade de uma tecnologia digital para resolver problemas experimentais. Ao fazer
uso de tecnologias digitais em sala de aula, oportuniza-se um maior aprofundamento, acompanhado de uma
melhor compreensao dos resultados do objeto em estudo, mostrando ao aluno uma nova forma de pensar na
resolucio de uma situagao-problema.

3. ASsPECTOS METODOLOGICOS

O “Jogo da Corrida dos Cavalos” ¢ utilizado, nesse trabalho, como ferramenta para a apresentagio e
exploragao de cendrios para investigagao. Resumidamente, o jogo consiste num tabuleiro com 11 colunas
numeradas de 2 a 12 ¢ 6 linhas numeradas de 0 a 5. Onze cavalos ficam dispostos em uma das colunas de 2
a 12, nalinha 0, inicialmente. Dois dados usuais ¢ honestos de 1 a 6 s3o lancados simultaneamente, ¢ a soma
dos numeros das faces voltadas para cima ¢ anotada. O cavalo correspondente a tal nimero avanga uma casa
(vai para a linha acima), ganhando o que chegar primeiro nalinha 5.

Acerca da terminologia, nesse artigo, uma rodada do “Jogo da Corrida dos Cavalos” refere-se ao processo
de langar os dados e avangar uma casa com o cavalo correspondente a soma obtida, e uma partida consiste em
uma execugao sucessiva de rodadas, terminada quando um dos 11 cavalos ¢ sorteado cinco vezes.

Skovsmose (2000) descreve o “Jogo da Corrida dos Cavalos” como uma atividade cujo ambiente de
aprendizagem faz referéncia a semirrealidade e como “cenério através do qual os alunos sao convidados
a fazer exploragoes e explicagoes”. Nesse sentido, observamos um cardter dinAmico do jogo, nao sendo,
simplesmente, um recurso material a ser desenvolvido em sala de aula, mas sim uma atividade ladica capaz
de levar a construcao e a consolidacao de entendimentos acerca de conceitos matemdticos existentes nele,
promovendo uma maior autonomia no pensar critico dos sujeitos envolvidos e contendo, em si, novos outros
cendrios possiveis para investigagao.

Em “Relato de Experiéncia: probabilidade no Ensino Médio” (Machado ez 4/, 2020), verifica-se a
aplicabilidade do “Jogo da Corrida dos Cavalos” em escolas publicas nas quais os alunos foram estimulados
a participar, ativamente, de todas as etapas, exercitando e/ou construindo de forma ludica e critica o seu
entendimento sobre conceitos de Probabilidades.

A atividade desenvolvida nos permitiu verificar que os alunos, de forma pratica e ladica, fixaram ¢ expandiram a sua
compreensio de conceitos centrais do tema, como: espagos amostrais, equiprobabilidade, frequéncia relativa x probabilidade,
entre outros. Assim, os alunos vivenciaram uma situagio real, na qual foram utilizados os conceitos da Teoria das
Probabilidades e da Estatistica, observando a forga desses conceitos na previsio de resultados, numa relagio simbidtica entre
estabelecer conceitos a partir de um problema dado e, abstratamente, a partir de argumentos ldgicos, inferir sobre a situagio
real. (Machado et. 4/, p. 249, 2020).

Os resultados pedagdgicos obtidos em Machado ez. 4/ (2020) foram positivos, uma vez que foi possivel
perceber uma melhora na compreensao dos contetdos de probabilidade. Na ocasiao da aplicagao do “Jogo
da Corrida dos Cavalos” em sala de aula, um tabuleiro fisico, confeccionado com o auxilio do Grupo de
Educagao Matematica do CAp-UER]J, foilevado para que os alunos pudessem realizar vérias partidas do jogo.

Assim, o presente artigo ¢ uma continuagao do trabalho realizado pelos autores junto ao Grupo de
Educagao Matemitica do CAp-UER]J. Nesse trabalho, queremos ressaltar como os aspectos computacionais
do “Jogo da Corrida dos Cavalos” permitem novas abordagens investigativas que podem ocasionar Educagao
Matemitica Critica. Para tanto, desenvolvemos uma versao digital animada do jogo na linguagem Scratch
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para o desenvolvimento de aspectos ludicos, bem como uma simulagao computacional, em linguagem C
++, que exibe as estatisticas associadas aos resultados da simulagao, além de possibilitar explorar versoes
modificadas dele. Cabe mencionar que simulamos a realiza¢io de até cem milhoes de partidas e guardamos
as informagoes sobre os cavalos vencedores e sobre em qual rodada a partida termina. Para a confecgao dos
histogramas que serdo apresentados na se¢ao a seguir, utilizamos planilhas eletronicas do LibreOffice ¢ o
software Octave. Com esses recursos tecnoldgicos disponiveis, desenvolvemos trés possiveis cendrios para
investigacao dentro do “Jogo da Corrida dos Cavalos”.

Para o presente texto e confec¢ao dos cendrios, realizamos a aplicagio da metodologia definida por
Alre e Skovsmose (2006, p. 52), que denominam "abordagens investigativas" como sendo o conjunto de
metodologias, tais como, a proposi¢ao de problemas, a resolugao de problemas e trabalho com projetos, que
tem como propdsito criar oportunidades para a realizagio de investigacoes e tornar o aluno um pesquisador
dentro e fora de sala de aula. Para isso, realizamos uma investiga¢ao qualitativa das potencialidades
pedagdgicas e do uso de recursos tecnoldgicos no “Jogo da Corrida dos Cavalos” a fim de ocasionar Educagao
Matemitica Critica. Essa metodologia serve de contraponto ao paradigma do exercicio, bem como rompe
com o contrato diddtico normalmente estabelecido de uma comunicagao bancéria entre professor-aluno.

Na visio de Alre e Skovsmose (2006), o ensino tradicional est ligado ao paradigma do exercicio, que
preconiza a sua repeticao a partir de um conhecimento transmitido pelo professor, propiciando pouca
oportunidade ao aluno de ressignificar o contetido a partir da intui¢do e investigacao. Os cendrios, em
oposi¢ao, sao uma oportunidade de tornar o aluno um ator ativo no processo de aprendizagem, porque ele,
sob a supervisao do professor, passa a agir ativamente para construir estratégias que levem a uma resposta
concreta, baseada em critérios légicos que foram postos a prova.

Portanto, pelos motivos acima expostos, a escolha dessa metodologia foi fundamental para a proposigao
dos cendrios do presente trabalho, uma vez que esses possibilitam encaminhamentos em sala de aula e abrem,
a partir de uma perspectiva metodoldgica, consolidada na literatura, espago para o pensamento critico,
investigativo e reflexivo. Nesse contexto, o trabalho cooperativo ¢, consequentemente, o didlogo sao partes
constituintes fundamentais da investigacao. Logo, é sob essas 6ticas que os autores localizam suas proposicoes
de atividades na se¢ao a seguir.

4. DISCUSSAO SOBRE AS POSSIBILIDADES EDUCACIONAIS DO JOGO

Antes de explorarmos os cendrios para investigagio propostos, destacaremos uma caracteristica do uso de
uma simulagio computacional numa abordagem investigativa que envolva o “Jogo da Corrida dos Cavalos”.
Quando se joga em um tabuleiro fisico, existe uma limita¢ao natural quanto ao nimero de partidas jogadas,
que nio ocorre no contexto computacional. As Figuras 1 e 2 mostram a frequéncia de partidas finalizadas
em uma determinada rodada 4 medida que o niimero delas aumenta. E possivel perceber que, com 10.000
partidas, o grafico apresenta um formato que se repete nos graficos seguintes, indicando que as frequéncias
relativas estao mais préximas do valor teérico da probabilidade. No entanto, jogar dez mil partidas seria
impraticavel em sala de aula. Dessa forma, o uso do computador permite que novas informagdes sejam
acessadas.
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Histograma das rodadas finais com 100 partidas (2 esquerda) e 1.000 partidas (a direita)
Elaborado pelos Autores

Como podemos observar na Tabela 2, a seguir, o tempo necessario para realizagao de 1 milhao de partidas
¢ bem pequeno se comparado ao tempo de realizagio de apenas uma partida em tabuleiro fisico:

TABELA 2
Tempo Total de Execugao pelo Numero de Partidas

Partidas | 100 1.000 (10000 | 100,000 | 1.000.000 | 10000000 | 100000000
Tempo <0,001 |0,001 |0,011 0,087 0,847 3,504 80,084
(5]

Elaborado pelos autores

00| { o
wo f { 000 |
2000 |

20/ 2000 |

FIGURA 2
Histograma das rodadas finais com 10.000 partidas (4 esquerda),
100.000 partidas (centro) e 1.000.000 partidas (a direita)

Elaborado pelos Autores

O potencial ganho da implementagio tecnolégica demonstra como o uso de recursos computacionais
contribui com a prépria condugio de ensino e aprendizagem por meio da pesquisa investigativa com cendrios,
visto que, sem o computador, seria impraticavel fazé-la. Embora o incentivo ao uso nio seja simples ¢ exija
bastante trabalho, especialmente, no planejamento das atividades, essa agao faz-se necessaria em um contexto
mundial de popularizagao das tecnologias digitais. Assim, esses recursos podem e devem ser utilizados como
instrumento de pesquisa em sala de aula.

Haja vista 0 acima exposto, apresentaremos tres cendrios para investigagao que podem ser explorados no
“Jogo da Corrida dos Cavalos”, incentivando o uso de recursos tecnolégicos como aliado para a resolugao
de problemas de Matemdtica. Cabe mencionar que, dentro de cada um desses cendrios, estio sugeridos
problemas que podem ser utilizados pelo professor ao aplicar a atividade.

No cenario 1, vamos estudar os diferentes espagos amostrais para 0 mesmo problema e apresentar como
isso pode ser rico para repensar estratégias na busca de solugoes. No cendrio 2, estudamos as probabilidades
de um jogo terminar em uma determinada rodada e discutimos como o niimero de casos envolvidos aumenta
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rapidamente, 2 medida que o ntimero de rodadas torna-se maior. No cendrio 3, estudamos as probabilidades
de um cavalo ser o vencedor da partida.

A aplicagao desses cendrios em sala de aula conduz o aluno a pensar por si mesmo, adquirindo autonomia
critica, contrapondo-se a0 que o ocorre na mera resolugao de exercicios. Nesses cendrios, abrangemos as

seguintes habilidades previstas na BNCC:

Resolver ¢ elaborar problemas que envolvem o clculo da probabilidade de eventos aleatérios, identificando e descrevendo
o espaco amostral e realizando contagem das possibilidades. [...] Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de
probabilidade de eventos em experimentos aleatérios sucessivos. [...] Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espagos
amostrais, discretos ou nao, de eventos equiprovdveis ou no, ¢ investigar as implica¢oes no calculo de probabilidades. [...]
Utilizar nogoes de probabilidade e incerteza para interpretar previsoes sobre atividades experimentais, fendmenos naturais
e processos tecnoldgicos, reconhecendo os limites explicativos das ciéncias. (BRASIL, 2018, p. 529, 533 ¢ 543).

Ressalta-se que o jogo, nesse trabalho, ¢ utilizado como uma ferramenta didatica para o aprendizado de
Probabilidade e Estatistica. As questdes e discussoes levantadas nesses cendrios sao apresentadas, em alguns
momentos, simulando-se um ambiente de sala de aula, ora sugerindo perguntas que podem ser feitas pelos
alunos, ora mostrando questionamentos que o professor pode realizar na condugao da atividade. Assim, o
objetivo ¢ utilizar técnicas e conteudos que podem ser inseridos no ensino bésico para explorar as situagoes
que surgem.

Ao separar a analise do jogoem cenarios, nao pretendemos impor uma ordem na investigacao, e sim sugerir
uma possivel organizagio para o estudo da atividade. Naturalmente, os cendrios propostos tém intersecoes,
por exemplo: ao discutir o espago amostral do problema, no cenério 1 de investigacao, ¢ possivel que os alunos
levantem a questdo do niimero minimo e maximo de rodadas, assunto pertencente ao cenario 2. Em nosso
entendimento, o professor nao deve restringir esse tipo de discussao, porque, por defini¢ao, cendrios para
investigacao estimulam o aluno a pensar e conjecturar livremente. Portanto, nao seria adequado limitar os
questionamentos e reflexdes ao conteudo especifico do cendrio que esta sendo trabalhado.

4.1 PRIMEIRA POSSIBILIDADE DE CENARIO PARA INVESTIGAGAO: ESPACOS AMOSTRAIS

O célculo da probabilidade de um cavalo avangar uma casa em uma rodada ¢ o primeiro passo na investigagao
do jogo. Para determinar essas probabilidades, o professor pode iniciar discutindo quais sao os possiveis
resultados quando dois dados sao langados. Assim, podemos ter como espago amostral das rodadas o conjunto
Srodadas = {(1’ 1)’ (L 2)’ - (6’ 6)}

Uma pergunta provocante pode surgir nesse momento: esse espago amostral ¢ equiprovavel? Os alunos
que responderem que o espago nio ¢ equiprovavel podem estar se baseando no fato de que algumas somas
aparecem em diferentes quantidades: a soma 7, por exemplo, aparece seis vezes, enquanto a soma 2, apenas
uma vez. Porém, cada um dos 36 resultados do espago amostral S, 4,4, tem a mesma probabilidade de

ocorrer, a qual vale pelo principio multiplicativo:Pr[<x1, x2) = % % = 3—16; xp X, €11 2, 3,4, 5 6}. Portanto,
S’ odadas € Um espago amostral equiprovavel.

As probabilidades pl,(2 <i< 12), em que p, ¢ a probabilidade do cavalo avangar uma casa no tabuleiro, sao

calculadas observando-se todos os pares ordenados de S, 4, 4as CUja soma das coordenadas ¢ igual a, obtendo-
se a Tabela 3 abaixo:

TABELA 3
Probabilidade de o cavalo avancar uma casa
Cavalo 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
p; | 1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
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Elaborada pelos Autores

De modo a aprofundar a discussao, a Tabela 3 pode ser usada para iniciar a questdo da unicidade do
espago amostral. J4 foi visto que S, o4adas = {(1, 1), - (6, 6)} ¢ um espago amostral equiprovével para a analise
de uma rodada. Entretanto, a Tabela 3 sugere que ', (4,426 = {2, 3,4,56,7,89 10, 11, 12}, também, pode
ser considerado um espago amostral para as rodadas, sem ser, porém, um espago amostral equiprovavel.

A determinagao das probabilidades ¢ fundamental para a anilise do jogo, bem como a determinagao de
S odadas Mas ainda ¢é preciso encontrar um espago amostral para uma partida do “Jogo da Corrida dos
Cavalos”. Portanto, direcionaremos nossa atengao para o questionamento: “Como determinar um espago
amostral para uma partida do Jogo da Corrida do Cavalos?

Se considerarmos que, no experimento aleatdrio, deseja-se observar “o cavalo vencedor”, podemos ter
como espago amostral o conjunto Spartidaz{za 3456,7,80910,11, 12}. Cabe ressaltar que, embora
0s conjuntos S'.oqadas € Spartida Sejam iguais, as probabilidades dos seus eventos elementares ocorrerem
sao distintas, como mostraremos mais adiante, ¢ isso ocorre porque esses espagos amostrais se referem
a situagoes diferentes. Assim, a pergunta que surge, naturalmente, ¢é: como calcular a probabilidade dos
eventos elementares de Spartida? Esse problema nao ¢ simples de ser resolvido manualmente, em fungao do
grande numero de casos envolvidos. Assim, no cendrio 3, essa questao serd discutida detalhadamente. Nesse
momento, a investiga¢do pode ser orientada no sentido de fazer o aluno perceber que, para calcular, por
exemplo, a probabilidade de vitéria do cavalo 2, seria preciso encontrar todas as partidas em que o cavalo 2
¢ o vencedor.

Alternativamente, se no experimento deseja-se observar “qual partida ocorreu”, os elementos desse
novo espago amostral poderiam ser representados por sequéncias da forma (x}, X5, o Xp, xk) em que
representa o cavalo que foi sorteado na rodada # com 1<¢<kex,€{2,3,4,56,7,8 9,10, 11, 12} e k ¢
o nimero de rodadas da partida. Nesse caso, o professor pode apresentar como calcular a probabilidade
dos eventos elementares que compdem esse espago amostral. Como exemplo, pode-se expor a partida
representada pela sequéncia (7, 7, 6, 7, 4, 7, 7), em que sua probabilidade pode ser calculada usando

o principio multiplicativo, uma vez que os valores sorteados nas diferentes rodadas sao independentes.

. 5
Assim,Pr(Partidal) = p_-p- p - p_-p, pp,=(p.) - p, P = 0,000149% .
O professor pode indagar, novamente, nesse contexto, sobre a questio de equiprobabilidade. Para
demonstrar que nio estamos em uma situagao de espaco amostral equiprovavel, o docente pode selecionar
outra partida e calcular sua probabilidade. Por exemplo, considerando-se a sequéncia (5,7,5,5,5,5), tem-

5
se quePr(Partida2) = ( pr) P, = 0, 000282 % . Assim, Pr(Partidal) # Pr(Partida2) e, portanto, esse nio ¢ um
espago amostral equiprovavel. Logo, a discussao pode ser orientada no sentido de avaliar qual dos dois espagos
amostrais ¢ mais adequado, ou mais conveniente, para o estudo do jogo.

4.2 SEGUNDA POSSIBILIDADE DE CENARIO PARA INVESTIGAGAO: NUMERO DE RODADAS

Dentre as questdes que o professor pode apresentar, encontram-se o nimero minimo de rodadas possiveis
em uma partida (cinco), o nimero maximo de rodadas (45) ou, ainda, uma discussio sobre em quais rodadas
¢ mais provavel ocorrer o término da partida.

Ap0s as discussoes iniciais sobre elas, a investigagao pode ser aprofundada por meio de questionamentos
realizados pelo docente. Por exemplo, em relagio ao niimero minimo de rodadas, pode-se propor a seguinte
questao: “Qual é a probabilidade de a partida terminar na 5° rodada?
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Para responder a pergunta, os alunos deverdo pensar em todas as situagdes possiveis em que a partida
termina na 5* rodada. Ao refletir sobre elas, deverd perceber que a unica forma de o cavalo 7 vencer na 5*
rodada ¢ se a soma 7 sair cinco vezes consecutivas nos lancamentos dos dados.

Portanto, o aluno deve concluir que, para cada cavalo i, a probabilidade de i vencer na quinta rodada ¢,
pelo principio multiplicativo, (pi)s. Em seguida, ao verificar que os eventos s3ao mutuamente exclusivos, ele
percebera que deve somar todas as probabilidades para obter a probabilidade de a partida terminar na 5°
rodada:P, 45 = Z:jz(pi)s =0,0027=0,027 % em que Py o ¢ a probabilidade de a partida terminar na -
ésima rodada, 5<n<45sendo.

E importante que o professor, antes de realizar os calculos que conduzem a resolugao, inquira os alunos
sobre a resposta que esperam obter (“é pouco provavel que a partida termine na 5* rodada?”). Apds a obtencio
dessa probabilidade, ¢ cabivel retomar a discussao sobre quao provavel ¢ que a partida termine na 5* rodada
em face do valor encontrado.

O célculo exato da probabilidade realizado acima pode fazer com que surja a questao da probabilidade
de término em uma rodada qualquer. Se foi possivel calcular a probabilidade de término na 5 rodada, por
que nao calcular a probabilidade de término em uma rodada qualquer? Nesse momento, o professor pode
explorar, junto aos alunos, as dificuldades que surgem quando se deseja calcular a probabilidade do término
da partida ocorrer em outras rodadas. E vélido, assim, propor a seguinte questao: “E possvel calcular Py gy
comb6b<n<45?

Nesse interim, pode ser interessante que o docente explique o caso 7= 6, de forma a apresentar como o
numero de eventos envolvidos aumenta de forma rapida. Para resolvé-lo, o aluno deve perceber, inicialmente,
que a partida terminard na rodada 6 somente se algum dos cavalos se tornar o vencedor da partida nessa
rodada, assim como no caso darodada 5, e que as diferentes formas de isso ocorrer sao mutuamente exclusivas.
Dai, utilizando o principio aditivo, ele poderd deduzir que a probabilidade de a partida terminar na sexta

i onde P;, ¢ a probabilidade do cavalo ser vencedor da partida na rodada n, com

12
rodada é P46 = ZP
=2
2<i<12e5<n<45.
De forma intuitiva, a partida termina na rodada 6 quando o cavalo 2 se torna o vencedor da partida na
rodada 6, ou o cavalo 3 se torna o vencedor da partida na rodada 6, e assim por diante, até a alternativa
em que o cavalo 12 se torne o vencedor da partida na rodada 6. O docente pode aproveitar esse momento

para deduzir, por analogia, a férmula geral para o calculo de probabilidade para uma rodada n qualquer:

12
Prodn =2, Pi; SSn<45,
=2

Voltando ao caso , os alunos deverdo pensar em como calcular Pj, para i =2, .., 12. Para orientar a
discussio, o docente pode indicar como exemplo o cavalo 2 ¢ analisar com os alunos as diferentes maneiras
em que esse cavalo pode ser o vencedor da partida na rodada 6. Com o auxilio de uma planilha, ¢

cabivel que o professor relate algumas das formas em que o cavalo 2 ¢ o vencedor, como as sequéncias
(22,7,2,2,2), (52,2,2,22) e (2,2,2,2,6,2). As probabilidades dessas partidas podem ser calculadas pelo
principio multiplicativo:

Pr(Partida 1) = ps.ps.07.02.02. 72 = (p2)°.p7 = (1/36)°.6/36 = 0,00000028%

Pr(Partida 2) = ps.p,.p2-P2.02.02 = (P2)°.ps = (1/36)°.4/36 = 0,00000018%
Pr(Partida 3) = p,.p;.02.P2-D6-P2 = (P2)°.16 = (1/36)°.5/36 = 0,00000023%
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Entretanto, nio parece vidvel enumerar todas as partidas em que o cavalo 2 vence na 6* rodada, calcular
suas probabilidades e, em seguida, somé-las. A discussao pode, portanto, ser orientada no sentido de obter
uma maneira de encontrar a quantidade de partidas em que esse cavalo vence na rodada 6.

De forma geral, o cavalo 2 serd vencedor quando, na 62 rodada, o valor “2” aparecer, e, nas outras 5 rodadas,
tivermos 4 valores iguais a “2” ¢ um valor X (diferente de 2), como indicado na Tabela 4:

TABELA 4
Exemplo de partida em que o cavalo 2 é vencedor na 6* rodada

Fodada |Rodada |Rodada |Rodada |Rodada |Eodada
1 2 3 4 5 [
Partida |2 2 2 H 2 2

Elaborada pelos Autores
Fixada a quarta posi¢ao para X, como exemplificado pela Tabela 4, a probabilidade de uma partida desse

5
modelo ocorrer é ( p2) ‘pem que p_=35/36¢a probabilidade de ocorrer um niimero diferente de 2, pelo

principio aditivo ou pela probabilidade de eventos complementares.
De quantas maneiras podemos escolher uma posi¢ao para X? Raciocinando em termos de permutagao com
repeti¢ao, temos 5 cavalos, com um deles aparecendo 4 vezes (o cavalo 2 da rodada 6 ja estd fixo e nio precisa

ser considerado no célculo das permutagoes). O nimero de permutagoes ¢, portanto, Pi’l =4 -

Assim, existem cinco formas de distribuir esses cinco cavalos (quatro vezes o cavalo 2 ¢ uma vez um

cavalo diferente de 2) nas primeiras 5 rodadas. A probabilidade dessas partidas ¢, assim, Py, = 5'(p2)5' Dy
Substituindo os valores na igualdade acima, temos Py,=0,00000008039 =0, 000008039 % .

Para responder 4 pergunta inicial (“qual a probabilidade de a partida terminar na 6° rodada?”), ¢ preciso
realizar 0 mesmo procedimento para os demais cavalos. As probabilidades para os outros cavalos estao
apresentadas na Tabela 5:

TABELA 5
Probabilidade de o cavalo ganhar na rodada 6
Cavalo (i) | 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12

P; (%) 0,0002 0,0018 0,0075 0,0222 0,0535 0,0222 0,0075 0,0018 0,0002 | 0,000008

Elaborada pelos Autores

12
Assim, a probabilidade de a partida terminar na rodada 6 éProd(6)=ZPi6 = 0,1173% . Esse nimero
=2
expressa, intuitivamente, a expectativa de que, a cada mil partidas, o jogo terminard na sexta rodada,
aproximadamente, uma vez.

Ap6s o cilculo da probabilidade acima, o professor pode chamar a aten¢io para o aumento da
complexidade quando se passou da 5* para a 6* rodada. Porém, apesar desse aumento, ainda foi possivel
calcular as probabilidades envolvidas. Para convencer os alunos sobre a dificuldade do problema, o docente
poderia iniciar a discussao sobre o caso n = 10.

O inicio da sua argumentagio pode ser do mesmo modo que as discussdes anteriores, isso ¢,
analisando partidas em que um determinado cavalo, como o 2, é o vencedor. Por exemplo, a partida
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que corresponde & sequéncia (4,7,7,2,2,2,6,3,2,2), pelo principio multiplicativo, tem probabilidade igual a
. 5, 32
Pr(Partida) = (p,) (p.) - p," p, P, = 0. 00000000003 % .

A dificuldade do problema fica aparente quando se objetiva calcular a quantidade de maneiras em que o
cavalo 2 pode ser o vencedor em 10 rodadas. De forma geral, para o cavalo 2 ser o vencedor em 10 rodadas,
deve-se ter uma situagio como a indicada na Tabela 6 abaixo:

TABELA 6
Forma geral das partidas em que o cavalo 2 ¢ vencedor em 10 rodadas

Fodadas (1, ..., 9 Eodada 10
Fartida (2,22 2 XY I.W |2
T)

Elaborada pelos Autores

Asletras X, Y, Z, W e T da Tabela 6 indicam cavalos diferentes do cavalo 2. A mudanca desse caso para os
anteriores ¢ a de que, nessa ocorréncia, devemos garantir que no ocorra a situagio de um outro cavalo sair
cinco vezes antes do cavalo 2. Ou seja, se X =Y =Z = W = T, um cavalo diferente estaria sendo o vencedor.
Essa discussdo evidencia o aumento de complexidade da andlise quando se aumenta o niimero de rodadas.
Observe que o problema de multiplos vencedores aparece a cada 5 rodadas: com 15 rodadas, ¢ preciso tomar
cuidado para que nio haja 3 cavalos vencedores; com 20 rodadas, 4 cavalos, e assim por diante. Portanto, fica
constatado que abordar esse problema analiticamente nao ¢ tarefa simples.

Aps a verificagio da complexidade de se realizar os cilculos manualmente, o docente pode apresentar os
histogramas gerados a partir da simula¢do computacional e realizar uma discussio sobre em quais rodadas
si0 mais provdveis de ocorrer o término da partida.

Como apresentam as figuras 1 ¢ 2, 4 medida que aumenta a quantidade de partidas simuladas, o
histograma tende a se “estabilizar”, no sentido de tornar mais previsiveis os resultados obtidos. As primeiras
imagens (Figura 1) tém um comportamento irregular, modificando-se bastante entre um histograma e outro.
Contrariamente, o segundo grupo de imagens (Figura 2) tém histogramas mais parecidos, indicando que
a probabilidade de o jogo terminar em uma determinada rodada (estimada a partir do histograma pela
frequéncia dividida pelo nimero total de partidas) ¢ mais proxima do valor tedrico. Esse resultado empirico
¢ uma expressio da Lei Forte dos Grandes Numeros de Borel: N,(E) se é o ntimero de vezes que o evento
ocorre nas primeiras repetigoes, entio ,,l_i,IPOON AE)/n=p(E), onde p(E) denota a probabilidade do evento

E (WEN, 1991).
4.3 TERCEIRA POSSIBILIDADE DE CENARIO PARA INVESTIGACAO: CAVALO VENCEDOR

Iniciar esta investigagao buscando calcular diretamente a probabilidade de um cavalo qualquer ser o vencedor
pode ser complexo, como discutiremos, detalhadamente, mais adiante, porém situagoes simplificadas podem
ser exploradas. Por exemplo, o docente pode propor a seguinte situagao: “Se o cavalo 12 for colocado na casa 4
e 0 cavalo 7 estiver na casa 0, qual dos dois cavalos tem mais probabilidade de vencer a partida?

O professor deve deixar claro que, nesse contexto, apesar de usarmos os dados usuais, os demais cavalos
serao ignorados. Os alunos devem perceber que algumas mudancas foram introduzidas nessa situagio
simplificada: primeiramente, o espago amostral do problema foi modificado, uma vez que os outros cavalos
nao estao sendo considerados. Além disso, nio ¢ possivel determinar o nimero maximo de rodadas, pois
podem ocorrer sequéncias arbitrariamente longas de valores que nao sejam 7 ou 12.
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Assim como na discussdo da versao completa do jogo, nessa versao simplificada, os alunos terao que
procurar a probabilidade de os cavalos 7 ou 12 vencerem a partida, guiando-se pela probabilidade de sair o 7
ou 0 12 em uma rodada. Do mesmo modo que no jogo normal, existem 6 formas de sair a soma 7 ¢ apenas
uma forma de sair a soma 12. Nessa nova situagio, entretanto, podemos desprezar os demais resultados, e,
portanto, o docente (ou os alunos) pode sugerir que p,=6 [Te p,=1 /7.

Alguns alunos podem nio ter certeza se essa abordagem estd correta, mas o docente deve aqui exercer o seu
papel de motivador e incentivar os alunos a prosseguirem com seu raciocinio, confrontando, dialogicamente,
as diferentes ideias de modo a buscar a verdade cientifica. Seguindo a discussio nessa mesma linha de
raciocinio, os alunos devem perceber que o cavalo 7 serd o vencedor apenas se ele sair 5 vezes seguidas (isto ¢,
sem sair o 12 uma tinica vez). O problema pode, nessa ocasido, ser resolvido usando o principio multiplicativo

5
P,= (p7) = (6 / 7)5 =46,26% , em que ¢ a probabilidade do cavalo vencer a partida. A probabilidade do

cavalo 12 vencer pode ser calculada utilizando a ideia de eventos complementares: P, = 1— P;=153,74%.

Nesse momento, o docente pode apresentar os resultados da simulagio computacional dessa versao
simplificada do jogo e confrontar os resultados da teoria com os resultados advindos da simulagao: ao executar
100.000 partidas desse jogo, o cavalo 7 foi o vencedor em 46,27% das partidas, e o cavalo 12 venceu em
53,73% das partidas, validando os resultados anteriores.

Se o aluno tinha dtvidas quanto a estratégia usada, o resultado da simulagio fortalecerd a confianca no
raciocinio utilizado para a resolugio dessa situagio. Além disso, caso um aluno tenha estabelecido alguma
outra estratégia tedrica, a simulagiao computacional pode confirma-la ou indicar que tal estratégia necessita
de algum ajuste.

Ha diversas provocagoes que o professor pode fazer aos alunos. Pode pedir, por exemplo, que eles tentem
encontrar algumas propriedades de como a probabilidade ¢ distribuida entre os cavalos. Diante da tarefa,
comentarios podem surgir, como: nio ¢ surpreendente que o cavalo 12 tenha mais chance de ganhar o jogo,
mesmo tendo seis vezes menos chance de sair? Outro aspecto que pode ser explorado e pode surgir durante
a aplicagio do jogo na versdo completa é a questio da simetria das probabilidades entre pares de cavalos. Na
Tabela 3, pode-se perceber que os cavalos 2 € 12 tém a mesma probabilidade de avangar em uma rodada, assim
como ocorre com os pares 3 e 11,4 ¢ 10,5 ¢ 9, 6 e 8. Na Figura 2, vemos que essa simetria se mantém nas
frequéncias das vitdrias desses pares de cavalos.

Portanto, para orientar a discussio com uma questdo mais simples, o docente pode fazer uma pequena
mudanga na situagio anterior e propor a seguinte questao: “Se os cavalos 2 e 12 forem colocados na casa 4, e 0
cavalo 7 estiver na casa 0, como ficardo as probabilidades de vitdria para cada cavalo?

Intuitivamente, devido a simetria existente entre os cavalos 2 e 12, espera-se obter um resultado
similar ao encontrado anteriormente, mas com os cavalos 2 ¢ 12 “dividindo ao meio” as suas
probabilidades de vitdria. Nesse caso, passamos a ter um espago amostral com trés elementos: 2, 7 e
12. Racionando de forma anéloga a resolu¢ao do problema anterior, existem seis formas de obter a
soma 7, uma forma de obter a soma 2 ¢ uma forma de obter a soma 12 e, portanto, existem 8 somas
possiveis. Assim, ¢ razoavel supor que Py= 6/8, P,= 1/8 e P,= 1/8. Desse modo, a probabilidade

do cavalo 7 vencer a partida é: P;= (6 / 8)5 =23,74% . Consequentemente, pela complementariedade
do problema, temos:P,=P,=0,5-(100% -23,73% )=38,13%. Novamente, a simulagio permite
aumentar a conflang¢a no raciocinio matemético utilizado.

Para avangar na discussao das dificuldades matematicas do jogo, retornamos a questao da probabilidade de
um cavalo ser vencedor com uma nova situagao: “Se o cavalo 12 for colocado na casa 3 e o cavalo 7 estiver na
casa 0, qual dos dois cavalos tem mais probabilidade de vencer a partida?

Nesse caso, o aluno percebera que, ao introduzir uma pequena mudanga, o niimero de casos ja sofreu um
aumento considerdvel. Agora, o cavalo 7 pode ser o vencedor mesmo que o cavalo 12 seja sorteado (desde que
em apenas uma rodada). Portanto, uma das formas do cavalo 7 vencer ¢ no caso em que a soma 7 ¢ obtida
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cinco vezes seguidas, ou seja, que ocorra a partida (7,7, 7, 7, 7), e a outra forma do cavalo 7 ser vencedor
ocorre em qualquer partida que apresente a seguinte disposi¢ao (Tabela 7):

TABELA 7
Forma geral das partidas em que o cavalo 7 é vencedor na 6* rodada

Fodada |Rodada |REodada |Rodada |Rodada |Rodada
1 2 2 4 5 =]
Partida 7
z 7,77, 712

Elaborada pelos Autores

A probabilidade da primeira partida ja foi calculada anteriormente

5 5
Pr(Partidal) = (P7) = (6 / 7) =46,26 % etodasas partidas do 2° caso tém a mesma probabilidade de ocorrer,

5
qual seja (p7) P, Mas quantas partidas desse tipo podem ocorrer? Novamente, deve-se utilizar a ideia de

- _ L . . ! .
permutagio com repeti¢io: temos 4 elementos iguais a7 e um igual a 12. Logo, existem Pi,l = % = Spartidas

possiveis. Portanto, a probabilidade do cavalo 7 vencer na sexta rodada vale e somando as probabilidades,
temos queP; = Pr(Partidal) + Pr(Partida2) =79,30% . Em relagio 3 probabilidade do cavalo 12 ser o
vencedor, ela pode ser calculada usando a ideia de eventos complementares Py, = 1- P; =20, 70 % . Observe
que, colocando o cavalo 12 apenas uma casa atrds em comparagao a situagao simplificada inicial desse cenério,
a probabilidade do cavalo 12 ser o vencedor ¢, significativamente, menor.

Ao se propor questdes simplificadas, espera-se que o aluno ganhe um entendimento maior sobre a versao
completa do jogo e, além disso, exercite seu raciocinio e intui¢ao ao defrontar com as mudancas realizadas.
Observe que, nessas simplificacoes do jogo, ele foi obrigado a repensar o espago amostral do experimento,
bem como as probabilidades envolvidas.

Aps as investigagoes das questdes expostas anteriormente, objetiva-se que o aluno tenha desenvolvido
um bom entendimento sobre as propriedades e dificuldades de calcular a probabilidade de um cavalo ser o
vencedor da partida, além de ter alcangado uma maior intuigao sobre como ¢ o comportamento do jogo e
como os problemas de contagem de casos (de ordem fatorial) podem crescer rapidamente. Pode-se entio,
finalmente, propor a seguinte questao: “ual a probabilidade do cavalo 2 vencer a partida?

Nesse nivel, deve estar claro que a resolugao dessa probabilidade exige que se calcule a probabilidade de o
cavalo 2 vencer em qualquer uma das rodadas possiveis. Em outras palavras, o cavalo 2 ¢ o vencedor se for o
vencedor na 5% rodada, ou na 6° rodada, ou na 72 rodada, ¢ assim por diante, até a 45° rodada.

Nesse momento, pode ser retomada a discussao sobre rodadas. Foi visto que, a partir da 10* rodada, o
célculo da probabilidade nao ¢ simples, com a dificuldade aumentando a cada 5 rodadas, tornando invidvel
a resolucao do problema por meio das técnicas utilizadas até aqui. Como alternativa, o uso da simulagio
computacional permite que o jogo seja realizado um nimero muito grande de vezes, em um tempo curto,
gerando valores empiricos para as probabilidades.

Os valores obtidos na simulagio da versio completa do jogo podem agora ser apresentados (Tabela 8):
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TABELA 8
Percentual de vitdrias para cada cavalo

Miumero de partidas simuladas
Cavalo | 100 1.000 10,000 | 100,000 | 1000000 | 5000000 | 10,000,000

P 0,000 [0,000 0,050 (0,053 0,050 0,050 0,050
2 2,000 (0,900 0,740 |[0,862 0,878 0,856 0,885
4 3,000 [3,000 3,720 |[5888 3,877 3,882 3,877
= 11,000 |9,600 [9,800 |981=2 9,882 9,903 9,893
=] 20,000 | 20,200 | 19,620 (13,4458 | 13,331 19,322 19,324
7 33,000 [ 31,200 | 22,080 (32,043 | 32,002 21,982 21,964
8 14,000 | 15,100 (19,130 | 19,181 19,250 13,291 13,233
3 13,000 |10,600 (10,000 |9 845 9,884 9,879 9,894
10 2,000 [4,500 |3,930 |3,938 3,838 3,863 3,871
11 2,000 [0,900 0,900 |[0,857 0,886 0,884 0,887
12 0,000 [0,000 0,020 0,080 0,052 0,051 0,050

Elaborada pelos autores

A Tabela 8 expoe a frequéncia relativa de vitérias quando sao executadas de 100 a 10.000.000 de partidas.
E possivel notar que a frequéncia de vitérias de todos os cavalos tende a se estabilizar ao longo das execugbes.
E provavel que nas discussoes iniciais tenha sido conjecturado que o cavalo 7 venceria o maior numero de
partidas, uma vez que tem a maior probabilidade de avangar em uma rodada. Os resultados obtidos pela
simula¢ao comprovam essa conjectura: o cavalo 7 foi quem mais ganhou, sendo o vencedor em cerca de 32%
das partidas. Além disso, o professor também pode ressaltar a simetria presente na Tabela 8: os pares de
cavalos equidistantes do 7 venceram (aproximadamente) o mesmo nimero de partidas (os cavalos 6 ¢ 8, por
exemplo, foram vencedores em cerca de 19% das partidas). Esse resultado também ¢ intuitivo, uma vez que
esses pares apresentam a mesma probabilidade de avangar uma casa em cada rodada do jogo.

Porém, cabe ressaltar o seguinte fato: em questdes anteriores, a simulagao foi utilizada para confirmar os
resultados obtidos pela resolugao analitica dos problemas. Aqui, entretanto, a estratégia concreta foi utilizar
o computador como uma ferramenta na obteng¢ao das frequéncias e estimativas para as probabilidades de
vitérias. Dessa forma, a abordagem computacional apresentada ocasiona um ganho potencial do uso da
tecnologia em sala de aula, visto a sua caracteristica exploratéria.

Respondida a pergunta principal do jogo (“qual a probabilidade de vitéria para cada cavalo?”), novas
situagoes podem ser exploradas. Nesse nivel, a expectativa ¢ a de que os alunos ja tenham levantado diversas
situagoes: “E se os cavalos estivessem do jeito...?”, “Existe alguma configuragao para uma versao simplificada
que aumenta as chances de vitdria dos outros cavalos?” Essa perspectiva torna a aula muito dinimica e
criteriosa, o que ¢ compativel com uma pesquisa cientifica, pois o aluno nao recebe respostas prontas ¢ atua
ativamente na constru¢ao dos saberes.

Portanto, entendendo que os cendrios para investigagao nao se esgotam nas situagdes descritas, oferecemos
suporte para que o professor, no momento da aula, possa explorar novas situagoes no “Jogo da Corrida dos
Cavalos”, acessando o blog e fazendo uso da simulagao disponibilizada naquele ambiente.

5 CONSIDERAGOES FINAIS

este artigo, apresentamos ¢ exploramos as possibilidades educacionais para a ocorréncia de cenarios
Neste art resentam loram bilidades ed n rréncia de cen
para investigacio, por meio do jogo denominado “Jogo da Corrida dos Cavalos”, produzido pelos autores
que se baseiam nas ideias de Skovsmose (2000), de modo que possam ocasionar a Educagio Matemadtica
Critica, discutindo-as para sua utilizagiao em sala de aula e exibindo o potencial ganho do uso de recursos
computacionais, caso sejam propostas aos alunos.
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O estudo das questdes levantadas dentro dos cendrios foi realizado de forma investigativa e exploratdria,
na qual as respostas foram construidas progressivamente, analisando-se diferentes estratégias de resolucao,
conforme preconiza a BNCC. Os cendrios permitem discutir diversos aspectos dos eixos tematicos da
Probabilidade e Estatistica como espagos amostrais, equiprobabilidade, lei forte dos grandes ntimeros, entre
outros.

Os recursos tecnoldgicos, em especial o computador, foram utilizados de forma intensa nas investigagoes.
Devido as caracteristicas do jogo, muitas questdes tém uma abordagem analitica complexa. Assim, os
dados obtidos a partir da simula¢io computacional implementada foram fundamentais para que um
melhor entendimento sobre essas questoes fosse obtido. Como exemplo, o célculo da probabilidade de um
determinado cavalo ser o vencedor de uma partida foi tratado somente por meios computacionais. Em outras
situagoes, o computador foi utilizado para confirmar as conjecturas levantadas.

Ao propor atividades investigativas com uso de recursos computacionais, buscamos sugerir novas formas
de pensar e compreender as solu¢oes dos problemas envolvidos no presente artigo, a fim de desenvolver uma
autonomia critica no pensar e no conjecturar, conduzindo, assim, os sujeitos envolvidos a uma Educacio
Matemitica Critica numa possivel aplicacao desses cendrios em sala de aula. Além disso, as ferramentas
disponibilizadas no blog dos autores (simulagao computacional e versao digital) possibilitam que professores
e alunos realizem investiga¢oes dentro e fora da sala de aula, podendo ocasionar uma maior integragao
entre conhecimento matematico, ensino e tecnologias digitais. Como trabalhos futuros, acreditamos que
essa abordagem computacional do jogo pode ser utilizada para aprofundar o pensamento computacional
dos estudantes. Em um préximo trabalho, pretendemos aproximar os alunos dos conceitos utilizados
na implementagao da simula¢do computacional, estimulando, assim, seu pensamento algoritmico e sua
capacidade de resolugao de problemas.
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NoTas

[1] Todos os elementos computacionais utilizados nas analises (algoritmo de simulagio e versao digital do jogo) estio disponiveis
no blog: https://jogodacorridadoscavalos.blogspot.com/
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